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Presentacion

Joven Bachiller:

La Nueva Escuela Mexicana tiene como eje fundamental la transformacién social y
plantea ir mas alla de los conocimientos que debes adquirir ademas de desarrollar otros
aspectos como son lo emocional, lo fisico, lo moral, lo artistico, como parte de tu historia
de vida, asi como en lo social y en lo civico; por esta razén se tiene como proposito
fundamental educar integralmente.

Los jévenes que el Marco Curricular Comun de la Educacion Media Superior (MCCEMS)
desea formar seran:

e Mexicanos que tengan amor al pais, a su cultura e historia, ciudadanos
responsables que se asuman como agentes de transformacion social y orgullosos
de su identidad nacional, pero conscientes de los procesos y problemas globales,
y dispuestos a participar en actividades individuales, comunitarias, escolares y
culturales.

e Formados en actitudes y valores, con pleno respeto a los derechos humanos vy,
principalmente, practicantes y promotores de la HONESTIDAD. Lo cual permitira
la convivencia de manera asertiva, respetuosa y solidaria, basada en el dialogo
y el acuerdo pacifico.

o Estudiantes capaces de construir a lo largo de su trayectoria los conocimientos,
las capacidades, habilidades y destrezas necesarias para conocer, comprender
y explicar los diversos procesos sociales y naturales, y sean conscientes de los
diversos caminos que han hecho posible que la humanidad tenga los niveles
actuales de desarrollo, cultura y organizacion.

De acuerdo a lo anterior, las Guias de Actividades del Alumno de las diferentes Unidades
de Aprendizaje Curricular (UAC) se elaboraron bajo el enfoque de progresiones; es decir
contenidos que deberan abordarse de manera gradual a lo largo del semestre.

El presente documento fue elaborado pensando en ti, en tus necesidades e inquietudes,
como un instrumento que te apoye ahora que estudias el bachillerato. Tiene la finalidad
de que conozcas la forma de trabajo y los recursos didacticos indispensables en el
bachillerato, en sus paginas encontraras diversas tematicas, contenidos y actividades
que son fundamentales para que paso a paso puedas alcanzar las metas de aprendizaje
planteadas al interior de cada UAC.

Ahora te toca a ti, obtener el mayor provecho a esta guia de actividades, que es fruto del
esfuerzo de un grupo de profesores especialistas en su area. Si lo aprovechas al maximo
y lo combinas con el apoyo de tus maestras y maestros y de los demas recursos didacticos
que estan a tu alcance, seguramente ampliaras tus conocimientos y habilidades para
construir un mejor futuro para ti, y coadyuvar al desarrollo de tu comunidad, de tu estado
y de nuestro México.

i Te deseamos éxito en esta importante etapa de tu formacion, el bachillerato!



DEFINICION Y PROPOSITOS DEL RECURSO

SOCIOCOCNITIVO DE PENSAMIENTO MATEMATICO

Definicion del recurso sociocognitivo

El pensamiento matematico es un recurso sociocognitivo que involucra diversas actividades
desde la ejecucion de operaciones y el desarrollo de procedimientos y algoritmos hasta los
procesos mentales abstractos que se dan cuando el sujeto participa del quehacer matematico,
pretende resolver problemas, usar o crear modelos, y le dan la posibilidad de elaborar tanto
conjeturas como argumentos; organizar, sustentar y comunicar sus ideas.

Este recurso esta descrito a través de cuatro categorias: procedural, procesos de razonamiento,
solucion de problemas y modelacion e interaccion y lenguaje matematico.

Propésitos del recurso sociocognitivo

El pensamiento matematico, en el MCCEMS, posibilita:

* Favorecer en el estudiantado el desarrollo de habilidades relacionadas con la
observacion, la intuicion, la capacidad de conjeturar, la argumentacion, la comunicacion
y socializacién de inquietudes intelectuales y soluciones a problemas, asi como la
descripcion de fendmenos o situaciones mediante el empleo del lenguaje matematico.

* Recuperar una perspectiva histérico-filoséfica para ver a la matematica a partir de los
contextos que dieron origen a los conceptos y procedimientos, de la integracion de
procesos de abstraccion, argumentacion y otros, dando un enfoque amplio contrario al
enfoque mecanicista que anula la relevancia de la matematica.

* Responder a motivaciones que puede estar en el ambiente natural, social, cultural o
en el sujeto pensante, para ampliar la visién de la matematica considerando su papel
transformador, su dimension cultural e intelectual que favorezca la formacion integral del
ser humano.

* Dar un sentido holistico a la formacién matematica en la EMS para que el estudiantado
alcance una educacién de calidad, que incluya contenidos relevantes, actividades
pertinentes y retadoras para lograr que le dé seguridad para tomar decisiones,
favorezca una postura critica y un estado emocional que lo impulse hacia el aprendizaje
permanente y desarrolle una postura critica en un marco de respeto a la condicion y
dignidad humana.

* Incorporarunavision centrada en el estudiante de tal forma que la articulacién de saberes,
conocimientos y habilidades tenga como eje director el progreso del estudiantado,
respetando siempre la coherencia y consistencia de la disciplina.



APRENDIZAJES DE TRAYECTORIA

AT1. Valora la aplicacién de procedimientos automaticos y de algoritmos para anticipar,
encontrar y validar soluciones a problemas (matematicos, de las ciencias naturales,
experimentales y tecnologia, sociales, humanidades y de la vida cotidiana).

AT2. Adapta procesos de razonamiento matematico que permiten relacionar informacion y
obtener conclusiones de problemas (matematicos, de las ciencias naturales, experi-

mentales y tecnologia, sociales, humanidades, y de la vida cotidiana).

AT3. Modela y propone soluciones a problemas (matematicos, de las ciencias naturales,
experimentales y tecnologia, sociales, humanidades y de la vida cotidiana) emplean-

do lenguaje y técnicas matematicas.

ATEA4. Explica la solucion de problemas en el contexto que le dio origen, empleando len-
guaje matematico y lo valora como relevante y cercano a su vida.



TABLA INTEGRADORA DE CONCEPTOS

BASICOS DE TERCER SEMESTRE

M1

M2

M3

M4

M5

M6

M7

RECURSO SOCIOCOGNITIVO: PENSAMIENTO MATEMATICO
TERCER SEMESTRE: PENSAMIENTO MATEMATICO IiI

METAS DE APRENDIZAJE

Ejecuta calculos y algoritmos para resolver
problemas.

Integra métodos de diferente naturaleza
(aritmética, algebraica, geométrica o variacional)
en la solucion de problemas (matematicos
de las ciencias naturales, experimentales vy
tecnologias, sociales, humanidades y de la vida
cotidiana.

Comprueba los procedimientos usados en la
resolucién de problemas matematicos y de otras
areas del conocimiento, mediante la verificacion
directa o empleando recursos tecnolégicos o la
interaccion con sus pares.

Observa y obtiene informacién de una situacion
o fendmeno (natural o social) para establecer
estrategias o formas de visualizacién que
ayuden a explicarlo.

Desarrolla la percepcion y la intuiciébn para
generar una hipotesis inicial ante situaciones
que requieren explicacion o interpretacion.

Compara hechos, opiniones o afirmaciones
categodricas o la posibilidad de ocurrencia
de eventos para establecer similitudes vy
diferencias, organizandolos en forma légicas o
convenientes utiles en la solucion de problemas.

Combina diferentes procesos de razonamiento
matematico al plantear un modelo o resolver un
problema o una situacion o fenémeno natural,
experimental o social e interpreta el resultado,
la prediccion y/o la manera de reducir el nivel
de riesgo.

C1 Procedural

C2 Proceso de
razonamiento

CATECORIAS SUBCATEGCORIAS

SC1.1 Pensamiento
aritmético

SC1.2 Pensamiento
algebraico

SC1.3 Elementos
geomeétricos

SC1.4 Manejo de
datos

SC2.1 Procesos
cognitivos abstractos

SC2.2 Pensamiento
espacial y
razonamiento visual

SC2.3 Pensamiento
aleatorio



TABLA INTEGCRADORA DE CONCEPTOS

BASICOS DE TERCER SEMESTRE

M8

M9

M10

M11

M12

M13

M14

METAS DE APRENDIZAJE

Selecciona un modelo matematico por la
pertinencia de sus variables y relaciones para
explicar el fendmeno estudiando en la solucion
de un problema.

Construye un modelo con lenguaje matematico
y pone a prueba su utilidad para el estudio de
un fendmeno (natural o social) o una situacién
problema.

Explica procedimientos para la soluciéon de
problemas empleando lenguaje y técnicas
matematicas.

Formula problemas matematicos de su entorno
o de otras areas del conocimiento, a partir del
cuestionamiento para resolverlos con estrategia,
heuristicas, procedimientos informales o
informales.

Esquematiza situaciones para su solucion
mediante el uso de datos numéricos,
representacion  simbdlica y  conceptos
matematicos para dar un significado acorde con
el contexto.

Elige la forma de comunicar a sus pares sus
conjeturas, descubrimientos o procesos en la
solucién de un problema para la socializacion
de los conocimientos.

Organiza los procedimientos empleados
en la solucion de un problema a través de
argumentos formales para someterlo a debate
0 a evaluacion.

CATECORIAS

C3 Solucion de
problemas y
modelacion

C4 Interaccion
y lenguaje
matematico

SUBCATEGORIAS

SC3.1 Uso de
modelos

SC3.2 Construccion
de modelos

SC3.3 Estrategias
heuristicas y
ejecucion de
procedimientos no
rutinarios

SC4.1 Registro
escrito, simbdlico,
algebraico e
iconografico

SC4.2 Negociacion
de significados

SC4.3 Ambiente
matematico de
comunicacion



Cenera intuicion sobre conceptos como variacién
promedio, variacién instantdnea, procesos
infinitos y movimiento a través de la revisién de las
contribuciones que desde la filosofia y la matemdtica
hicieron algunas y algunos persondjes histéricos en
la construccién de ideas centrales para el origen del
cdlculo.

s

CATECGORIAS METAS DE APRENDIZAJE

C2. Procesos de intuicion vy
razonamiento.

SUBCATECORIAS

situacion o fendmeno

$C2.1. Capacidad para observar y ayuden a entenderlo.
conjeturar.

M4. Observa y obtiene informacion de una
para establecer
estrategias o formas de visualizacion que

Contenidos especificos de la progresion

1.1 Evolucién Histérica del Calculo:
1.1.1. Aportaciones de matematicos al calculo.

1.2. Concepto intuitivo de variacién promedio y variacion instantanea.

Descripcion de la progresion:

En esta progresion se reconoce la importancia del Célculo como disciplina matematica
por su infinidad de aplicaciones en la ciencia, tecnologia, areas administrativas, entre
otras. Através de diferentes actividades se pretende que las y los estudiantes conozcan
el desarrollo del Caélculo a través del tiempo, asi como las aportaciones que grandes
matematicos como Arquimedes, Leibniz, Newton, entre otros, realizaron para que esta

disciplina se fortaleciera.



Pensamiento Matematico lli

Evolucion histérica del Calculo

A través de la historia, el Calculo como disciplina matematica ha tenido un sorprendente
desarrollo, y hoy es considerada una poderosa herramienta que tiene multiples aplicaciones en
ingenieria, economia, administracién, tecnologia y en diversidad de aspectos en las ciencias.

Alsaac Newton y Gottfried W. Leibniz se les atribuye la invencion del Célculo,

a partir de unificar el calculo diferencial e integral y darle forma como disciplina

matematica. Ambos matematicos lo trabajaron de manera independiente, uno

en Inglaterra, el otro en Alemania. El primero considerado un genio en la

fisica clasica, mientras que Leibniz, el genio universal, se desarrollé6 con gran J ‘

maestria en multiples disciplinas. 3
L.

Casi todos los grandes matematicos, tanto de la antigledad como del siglo XVII, aportaron
algo en la construccion del céalculo, pero hacia falta que llegara alguien que le diera claridad a
todos los conceptos y los unificara. Tanto Newton como Leibniz dieron ese soporte cualitativo,
aportando un método general, aplicable a cualquier problema.

En definitiva el calculo no hubiera alcanzado su desarrollo sin contar con la aportacion de
grandes matematicos a través del tiempo, como lo veremos a continuacion.

Arquimedes, sin duda, el mas grande matematico e inventor de la antigiedad, desarrolld
procedimientos para calcular el area del circulo, longitud de un segmento de parabola, volumen
y area de la esfera y del cono, asi como para determinar el valor mas aproximado de 1r. Su
método de aproximaciones o exhaustivo es un acercamiento al célculo integral.

\* 5 .4\ '(.
WS f
ARQUiMEDES DESCARTES
Al inicio de la época moderna, el filésofo y matematico René Descartes se dio a la tarea
de encontrar un método de pensamiento que diera coherencia al conocimiento. Para él, las
matematicas eran las indicadas para conducir a las ciencias a la verdad.

En el afio de 1637 publicé su obra de mayor importancia en el area de las matematicas, “La
géomeétrie”, cuyo objetivo es lograr la unificacion de la antigua geometria con el algebra, de esta
manera, junto con Pierre de Fermat, crearon la Geometria Analitica.

Pierre de Fermat realiz6 trabajos sobre problemas de maximos y minimos, que es un tema
fundamental en el estudio del calculo diferencial, ademas de realizar aportaciones en la teoria
de las probabilidades y en la teoria de numeros con su teorema de Fermat.

Afnos mas tarde, el tedlogo, profesor y matematico Isaac Barrow, contribuyé con sus calculos

de la tangente a una curva. En sus trabajos establecié que la derivacion y la integracion son
procesos inversos.

10 PrROGRESION 1



3°. semestre P 1

FORMACION FUNDAMENTAL

De manera casi simultanea a Isaac Newton, pero de forma independiente, Gottfried W. Leibniz
realizaba grandes aportaciones para la creacién del Calculo. Se le atribuye la invenciéon de mu-

chos de los simbolos matematicos utilizados, tales comoﬂ para la derivada, vy el de,[ para la

. dx
integral.

El destacado matematico, médico y fildlogo Johann Bernoulli, nacié en Basilea, Suiza, en 1667.

El abordé todo tipo de problemas de calculo, incluyendo puntos de inflexion, longitud de curvas,
series infinitas y técnicas de integracion. Desarroll6 el calculo infinitesimal y escribid su primer libro
de Calculo entre 1691 y 1692.

Considerado como el mas prolifico autor de matematicas de todos los tiempos, Leonard Euler
realizd contribuciones al calculo en las funciones trascendentes, introduciendo el uso de la

constante “e” como base de los logaritmos naturales. Demostré que “e” y e? son irracionales,
descubriendo la relacion e= -1. La notacion f(x) para funcion matematica se debe a Euler.

El concepto de limite es el que dara mayor orden y claridad a esta disciplina del calculo diferencial
y en ello hay que reconocer a Augustin Louis Cauchy, quien se diera a la tarea de dar una
definicion precisa de “funcién continua”. Y de igual manera, dar reconocimiento a Georg Friedrich
Bernhard Riemann, de quien sobresalen sus trabajos de sumatorias y calculo de area bajo una
curva y la definicion de integral definida, llamadas en su honor integral de Riemann.

Es demasiada extensa la lista de matematicos que han hecho que esta disciplina tenga el rigor y
claridad para explicar muchos fenbmenos y procesos que nos rodean. Sin la aportaciéon de éstos
y otros matematicos, la tecnologia moderna y la ciencia no lograrian los avances que hoy tienen.

Linea del tiempo:
1 Actividad grupadl

En coordinacion con tu maestro elaboren una linea del tiempo en
la que se describan los trabajos y aportaciones de los siguientes
personajes y matematicos que influyeron en la creaciéon del Calculo:
Zenon, Arquimedes, René Descartes, Pierre de Fermat, Isaac Barrow;
Isaac Newton, Gottfried W. Leibniz, Johann Bernoulli, Jakob Bernoulli,
Leonard Euler, Augustin Louis Cauchy, Georg Friedrich Bernhard
Riemann, Lagrange, Legendré, entre otros.

Incluye fotografia de los personajes y una breve descripcion de su
trabajo, no mayor a dos parrafos. Anotar fecha y lugar de nacimiento,
estudios, aportaciones, datos curiosos o sobresalientes, etc.

COBACH BC Colegio de Bachilleres del Estado de Baja California 1 1



Pensamiento Matematico lli

( ACTIVIDAD j

Contesta brevemente cada una de las siguientes preguntas.

Responde...

1. ¢Cuando y dénde nacié Arquimedes?

2. ¢(Enqué consiste el método exhaustivo y de qué maneralo utilizé Arquimedes?

3. Explica la paradoja de Zenén: “Aquiles y la tortuga”.

4. ;Quién es considerado como padre de la filosofia moderna y creador del
sistema de coordenadas?

5. ¢A qué matematico se le consideré el principe de las matematicas?

6. ¢Aquién se le atribuye el teorema del binomio, la teoria del color, las leyes del
movimiento, la ley de la gravitacion universal y los elementos matematicos
que lo atribuyen como uno de los creadores del Calculo (1665-1666)?

7. ¢Qué hermano de Johann Bernoulli también es considerado un genio de las
matematicas y que aportaciones tuvo?

12 PROGRESION 1



3°. semestre P 1

FORMACION FUNDAMENTAL

8. Matematico que nacié en Suiza, aporté en el desarrollo de las funciones
trascendentes, introdujo el valor de “e” como base de los logaritmos naturales.

9. A este matematico le debemos la idea de basar el Calculo en el concepto de
limite.

10. Matematico y fisico aleman, considerado el mayor inventor de simbolos
matematicos y uno de los fundadores del calculo.

Variacién promedio y variacién instantanea

El calculo requiere de un buen manejo de conceptos y procedimientos, algunos de estos son el
concepto de limites, el cual veremos en las siguientes progresiones, el de funcién y el de variacion,
que sirven de base para explicar el calculo diferencial.

Pendiente de una recta y velocidad o rapidez, pueden comprenderse mediante el concepto de
variacion.

El calculo como disciplina de las matematicas, se ocupa del estudio de la variacién y del movimiento,
razon por lo cual se puede observar y describir la realidad en términos dinamicos. Los matematicos
de la antigledad consideraban a la curva como un punto en movimiento.

Si deseamos describir cdmo cambian las cantidades a lo largo del tiempo, es necesario determinar
la tasa de cambio promedio o variacion promedio. Mediante ella se encuentra qué tan rapido
cambia una funcién con respecto a algo que cambia.

Para encontrar la variacién promedio, dividimos el cambio en y por el cambio en x. Lo que significa
calcular la pendiente de la recta secante que pasa entre dos puntos o la rapidez con que un cuerpo
se desplaza entre dos puntos en un intervalo de tiempo.

f(b)
y SO f)
p=m= b-a f(a)
Ny f(x)
Vp=m X%, / '
a b

Variacion promedio: pendiente de una recta

COBACH BC Colegio de Bachilleres del Estado de Baja California 1 3
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De igual manera, la variacion promedio de un desplazamiento en relacion al tiempo, descrito
como rapidez, puede interpretarse con el esquema siguiente.

Desplawuamien’(o
fltz) {------
v_f(t2)_f(tl) :,
- f(ty) )
L= ! L s-m
dz - dl \/ | ' Tiempo
V== - t +
tz _ t1 t1 t2

Variacién promedio: desplazamiento en un
intervalo de tiempo.

Ejemplos:
1. Hallar la variacion promedio de la funcion f{x)- x>+2, en el intervalo [-1, 2]

Primeramente determinamos las coordenadas correspondientes de los puntos en ese
intervalo, posteriormente calculamos la variacion promedio o pendiente de la recta que corta
en esos dos puntos.

x y

fED=(1)+2=1+2=3 | 1 3 C peme 673 34

f@=02y+2=4+2=6 | A W)
2 6

La variacion promedio en el intervalo [-1,2] es 1.

2. Hallar la velocidad promedio o rapidez de un mévil que se desplaza de acuerdo a los datos
registrados en la siguiente tabla.

Tiempo Distancia
(segundos) (m)
25 300
45 460

Se observa que a los 25 segundos habia recorrido 300m y 20 segundos después ya habia
recorrido 460m desde el inicio de su recorrido.

Calcularemos la variacion promedio de velocidad o rapidez en esos dos puntos.

460-300 160 _

Vp:}/’_ _——8m/S
45-25 20

14 cocreson



3°. semestre P 1

FORMACION FUNDAMENTAL

Cuando se involucra el movimiento, la variable independiente es el tiempo t. La funcion de
desplazamiento nos permite determinar su movimiento en un intervalo de tiempo, y utilizando
la derivada de esa funcién podemos calcular su variacion instantanea o velocidad instantanea,
y su aceleracién con la segunda derivada de la funcion, procedimientos que miraremos en las
siguientes progresiones.

( ACTIVIDAD j

Responde...

1. Determina la variacién promedio de la funcion S(x) =2x* -3, en el intervalo [-2, 3].

2. Determina la variacion promedio de la funcion f(x) = —x? —2x+2, en el intervalo [-4,1]

3. Halla la variacion promedio en el intervalo [-2, 2] de acuerdo a la tabla mostrada.

28 y
-2 1
0 4
2 7

COBACH BC Colegio de Bachilleres del Estado de Baja California 1 5
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4. Una particula se mueve de acuerdo a la ecuacion de desplazamiento f(¢) =—t° +4¢> +4¢—10,
¢;cual es su variacion de velocidad promedio en el intervalo [1.5, 4] minutos?

5. En mi camino a la ciudad, cuando llevaba 30 minutos de recorrido, la velocidad de mi
automovil era de 85 km/h. Exactamente a los 45 minutos de recorrido, la velocidad de mi
auto era de 70 km/h. ;Cual es la velocidad promedio en este intervalo de tiempo?

La variacion instantdnea

» Cuando se calcula la pendiente de una recta secante (recta que toca dos puntos de la recta),
se esta calculando la variacion promedio.

* Una recta secante se convierte en una recta tangente cuando la distancia entre los dos puntos
es cero, de manera que la recta tangente toca un solo punto de la curva.

Calcular la pendiente de la recta tangente equivale a calcular la variacion instantanea.

* Determinar la rapidez de un mévil equivale a calcular la variaciéon promedio de velocidad en un
intervalo de tiempo y la distancia recorrida.

» Determinar la velocidad instantanea de ese movil equivale a calcular la velocidad en un instante
preciso de tiempo. Es su variacion instantanea.

16 ~rocreson



Andliza de manera intuitiva algunos de los problemas
que dieron origen al cdlculo diferencial, en particular
el problema de determinar la recta tangente a una
curva en un punto dado.

(e b)) = € Cx)

'/' / /A I
CATEGORIAS METAS DE APRENDIZAJE :

C3. Solucién de problemas y modelacion.  M8. Selecciona un modelo matematico por
C4. Interaccion y lenguaje matematico. la pertinencia de sus variables y relaciones
para explicar una situacion, fenomeno o

SUBCATEGORIAS resolver un problema tanto tedrico como de
su contexto.

SC3.1. Uso de modelos
SC4.1. Registro escrito, simbdlico,
algebraico e iconografico

M12. Describe situaciones o fenémenos
empleando rigurosamente el lenguaje
matematico y el lenguaje natural.

Contenidos especificos de la progresion

2.1. Problemas que dieron origen al calculo diferencial.
2.1.1. Concepto intuitivo de la pendiente de una recta tangente a una curva.

Descripcion de la progresion:

Dando continuidad al tema de la evolucion del Calculo, en esta progresion se presentan
diferentes actividades para que las y los estudiantes reconozcan los principales problemas
que originaron al Calculo, problemas que los matematicos de la antigtiedad y del siglo XVII
se dieron a la tarea de resolver mediante métodos infinitesimales, de los cuales, uno de
ellos es el calculo de la pendiente de una recta tangente a una curva.



Pensamiento Matematico lli

Problemas que dieron origen al Cdlculo

A través de la historia, el ser humano siempre ha tratado dar respuesta a las incégnitas que
se le presentan, de comprender lo que sucede a su alrededor, de descubrir los secretos de la
naturaleza, asi como de adquirir mayor conocimiento que le permita resolver las problematicas
de su época. Este afan de descubrir y resolver dara pie a grandes avances en todas las areas
del conocimiento y de la ciencia.

En el area de las matematicas, el Calculo Diferencial tuvo su origen en la busqueda de
procedimientos que permitieran calcular la pendiente de una recta tangente a una curva en
un punto determinado de la misma, ya que anteriormente sélo podia calcularse la pendiente
de una recta secante con procedimientos de geometria analitica. También fue tema de interés
determinar el area bajo una curva o el volumen de cuerpos irregulares.

Ya desde la antigledad los matematicos griegos utilizaban métodos de agotamiento o exhaustivos
para su calculo.

Primer problema: cdlculo de la pendiente de unarecta tangente a una curva.

Isacc Barrow, nacio en Londres en el afio de 1630, fue profesor de matematicas de Cambridge
en el ano 1663. Uno de sus discipulos fue Isaac Newton.
Isaac Barrow describiéo un método para encontrar derivadas tomando tangentes a las curvas.

Para resolver el problema del calculo de la pendiente de una recta tangente a una curva es
necesario utilizar el concepto de pendiente de una recta secante.

Recuerda que una recta es secante a una curva si toca dos puntos de la misma, y una recta
sera tangente a la curva si toca un solo punto.

Si una curva tiene la ecuacion ¥ =/(x) y queremos hallar la tangente a la curva, entonces
consideraremos que una recta secante se convierte en tangente si hacemos que la distancia

gue separa a ambos puntos tiende a cero (h —0).

Y=y
f(x +h) 4 m= ﬁ
f(x) m:f(x+h)—f(x)
A (x + h)— X
o )= ()
h
X x+h
/ e s \ Pendiente de una recta secante

18 ~roGRESION 2
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FORMACION FUNDAMENTAL

>

A medida que la distancia que separa a los puntos P y Q se hace mas pequefa, tanto que equivale a
cero, en ese momento el punto PQ se convierte en un punto de tangencia, y la recta sera una recta
tangente que tendra una pendiente m.

Calcular la pendiente m de la recta tangente sera uno de los primeros problemas a resolver por el
Célculoy esto se hara aplicando el concepto de limite, el cual veremos en las siguientes progresiones.

mtan <fim /)=S0
> (x+h)-x

Sx+h)-f(x)

mtan =lm ,

Pendiente de una recta tangente a la curva

Esto equivale a decir que la recta tangente es la posicion limite de la recta secante PQ, cuando
Q tiende hacia P.

Veremos mas adelante, en la progresion 7, la manera de utilizar este concepto de limite.

|

“Sobre el trazo de una parabola se ubicaron varios puntos y se unieron con rectas,
como puede observarse en la imagen, y en la tabla se indican las coordenadas
correspondientes”.

Determinala pendiente de cada una de las rectas trazadas y contesta las preguntas.

COBACH BC Colegio de Bachilleres del Estado de Baja California 1 9
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Punto X Y

-
o

10
10
13,5 1o
8

13,5 .
4

2

16
18
17.5

I | |m|m | |0 |
o o |h|w o [N

a) ¢Qué nombre recibe la recta AB en relacién a la parabola?

b) ¢Cual es la pendiente de la recta AB?

c) ¢Cual es la pendiente de la recta CD?

d) ¢Por larelaciéon de sus pendientes, como son las rectas AB y CD?

e) ¢Cual es la pendiente de la recta ED?

f) Siun recta pasara por el punto G y tuviera la misma pendiente que la recta ED, que nombre
recibiria esa recta en relacién a la parabola?

g) ¢Cual es la distancia Ax de la recta FG?

h) ¢Cual es la pendiente de la recta FG?

i) ¢Qué nombre recibe la recta que pasa por el punto H en relacion a la parabola?

j) ¢ Puedes determinar su pendiente? Explica tu respuesta.

20 rroGRESION 2
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FORMACION FUNDAMENTAL

Segundo problema: cdlculo de la velocidad instantdnea

El segundo problema tiene que ver con el movimiento. Muestra de ello es que en los siglos
XVI y XVII se estudiaron, por cuestiones militares y de defensa, las trayectorias curvas que
seguian las balas de cafdn a través del aire en las zonas de combate; Galileo se da a la tarea
de describir la aceleracién de los objetos por efecto de la gravedad, Kepler estudia las érbitas
elipticas que siguen los planetas, y Newton formula sus leyes del movimiento y de gravitacion
universal, resultando importante en todos estos casos estudiar la velocidad del cuerpo movil, y
de manera particular su velocidad instantanea.

Velocidad Instantdnea

Siun objeto se mueve a lo largo de una linea curva de acuerdo con una ecuacién de movimiento
S = f(t), donde S es el desplazamiento del objeto, en el instante “t”, su velocidad media sera
su desplazamiento promedio en un intervalo de tiempo.

y S = f(t)
Vmedia = f(ti):{(t'),

O bien, como t, es el resultado de incrementar ~ f(t2)
a t, una distancia h, entonces: 1) -

Vmedia =

fle+h)=f(©)
h

La velocidad instantanea es el limite del valor de las velocidades promedio sobre periodos cada
vez mas cortos de tiempo (t—>0) es decir, la diferencia de tiempos h se convierte en cero (h—0)-

. t+h)- 1t . . . . i
Vinst.=lm , , W Este concepto de velocidad instantanea aplicando limites lo veremos

mas adelante en la progresion 9.
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Tercer problema: cdlculo de drea bajo una curva.

Arquimedes adoptd una estrategia que le permitid

calcular el area de una parabola, imaginandola como

una serie de rectangulos infinitamente delgados B
y luego demostré que este resultado era bastante
aproximado. A través de este método de agotamiento,
Arquimedes fue capaz de calcular areas y volumenes

de figuras y solidos con lados curvos. 4 ‘

Pensamiento Matematico lli

El uso de rectangulos y triangulos cada vez mas

pequefios permitia una aproximacion cada vez mas cercana, pero era necesario seguir

abordando el problema para que el area sea exacta.

Isaac Newton, en el siglo XVII, se da también a la tarea de “cuadrar la curva”, utilizando
rectangulos infinitamente pequefios para determinar el area bajo la curva. Como la anchura de
cada rectangulo se aproxima a cero, su suma se aproxima cada vez mas al area real bajo la

curva. Mismo principio que utilizara Georg Friedrich Bernhard Riemann.

Se colocaran rectangulos bajo la curva con el
tamafo de la base indicada.
e Determina la altura para cada rectangulo

evaluando la funcion. 8
e Calcula el area correspondiente para cada 6
rectangulo. 4

e Calcula el area aproximada bajo la curva
como una suma de areas de los rectangulos.

4 5 6 7 é\ 9

Rectangulo |Longitud de la base Altura f(x)

Area

A 0.5 £(0.5)=—(0.5) +8(0.5)=3.75

A4=(0.5)3.75)=1.875
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Revisa situaciones y fenémenos donde el cambio
es parte central en su estudio, con la finalidad de
modelarlos aplicando algunos conocimientos basicos
de funcionesreales de variable real y las operaciones
basicas entre ellas.

uMdv

CATECORIAS METAS DE APRENDIZAJE

C3. Solucion de problemas vy
modelacion.

- M8. Selecciona un modelo matematico por la
SUBCATECORIAS pertinencia de sus variables y relaciones para
explicar el fendmeno estudiado en la solucion de

SC3.1. Uso de modelos. un problema.

Contenidos especificos de la progresion

3.1. Clasificacion de funciones.

3.2. Problemas de funcioén lineal y cuadratica.
3.3. Evaluacién de funciones polinomiales.
3.4. Operaciones con funciones.

3.5. Composicion de funciones.

Descripcion de la progresion:

A través de esta progresion se desarrollan conceptos que llevan a la definicion de una
funcion, empezando desde la relacion de variables y continuando con el significado de
funcion, para posteriormente conocer la clasificacion de funciones, que les permitira a las y
los estudiantes desarrollar conocimientos basicos de funciones reales de variable real y las
operaciones basicas entre ellas.
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cQué es una funcién?

En muchos de los fendbmenos que suceden a nuestro alrededor se puede observar que cierta
cantidad aumenta o disminuye dependiendo de otra, es decir, una variable se relaciona con los
valores de otra variable. Por ejemplo:

* El costo a pagar por algunas frutas va en relacion del
peso que llevemos. ;
* El area de un circulo va en relacion a su radio. . &) 40P
. ., eS| [

* La estatura de los nifios va en relacién con la edad. G &) | B
* El costo de la paqueteria va en funcion del peso del NS s oon st ATRIIE
paquete.

Fig. 1

Por ejemplo, una empresa fabricante de patinetas solicita un agente de ventas ofreciendo un pago
mensual de 7000 pesos y un pago por comisién de ventas de 150 pesos por producto vendido. Por
lo tanto, el sueldo va a aumentar en funcién de los productos vendidos. Podemos expresar esta
situacion como:

Sueldo = $150( productos) + $7000
y =150x+ 7000

¢, Cuales son las dos variables que se relacionan?
¢, Cual de ellas es la variable dependiente de la otra?
¢ Cudl de ellas es la variable independiente?
¢, Cuanto ganara el agente si vende 30 patinetas en el mes?
¢, Cuanto ganara si vende 45 patinetas en el mes?
Menciona tres ejemplos mas de dos variables que se relacionan:

o0k wN=~

En matematicas, una relacion es la correspondencia de un primer conjunto, llamado Dominio, con
un segundo conjunto, llamado Recorrido o Rango, de manera que a cada elemento del Dominio le
corresponde uno o mas elementos del Recorrido o Rango (Castilla, 2013).

Mexicali

Culiacan
Sonora .
Tijuana

Alamos

Dominio Contradominio Dominio Contradominio

Pero una relacién sera una funcién si sélo si a un elemento del dominio le corresponde uno y sdlo
un elemento del Contradominio.
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FORMACION FUNDAMENTAL

Representacion

Las relaciones entre variables se pueden representar en diferentes formas como: un diagrama,
una tabla, una oracién verbal, una ecuacion, por parejas ordenadas o una grafica.

( ACTIVIDAD )

Anota el nombre del tipo de representacion de cada una de las relaciones entre
variables indicadas.

Nombre: Nombre:

£(5,25),(6,30),(7,35),(8,40)} Los nimeros del 5 al 10 se le relacionan con
su cuadrado.

Nombre: Nombre:

Nombre: Nombre:
X y
10 50
12 60
f(x)=x>+2x-8
14 70

COBACH BC Colegio de Bachilleres del Estado de Baja California 25
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Definiciéon de funcidon

Una funcién es una relacion donde la regla de correspondencia entre dos conjuntos establece
gue a cada elemento del primer conjunto x denominado Dominio se le relaciona con uno y sélo
un elemento del segundo conjunto y= f(x) denominado Rango o Contradominio.

Fig. 2

Notacion de funciones

Las funciones se representan mediante letras mayusculas o minusculas del alfabeto, las mas
comunes son f(x), g(x) o h(x), se lee “f de x” 0 “g de x” 0 “h de x”; sin embargo cualquier letra

puede ser usada y dependera del problema del que se habla.
Una funcion se denota o escribe como ¥ = f(*x) donde:
e x:variable independiente

e y:variable dependiente
* f funcion, regla de asignacion o correspondencia.

Clasificaciéon de funciones
Las funciones se clasifican por el tipo de operaciones que admiten y por la forma de su gréfica.

Por el tipo de operaciones se dividen en algebraicas y trascendentes.
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3°. semestre P 3

Funciones

algebraicas

Funciones ’
Trascendentes ’

Polinomiales

Radicales
SRR
ocionales |

Racionales

Trigonométricas ‘

e

Exponencial ‘

—_ 0~
e Y

Logaritmicas ‘

Rl

Funcién

constante
| —
-

fx)=a

Funcién lineal

S —
-

fx)=mx+b ‘

Funcién cubica

-

Funcidén

fx)=ax®+bx’+cx+d

cuartica

f@) =z

f(x)—q(x)

—_

e ———

-

f)=ax*+bx3+cx?+dx+e

Funcién Seno

-
e,

f(x) =senx

Funcién Coseno

S —
Ty

Funcién

f(x) = cosx

Tangente

-
—

fx) =2%

—
e Y

f(x) =logx

S —

f(x) =tanx

En la siguiente progresion se analizaran las graficas de cada una de las funciones.

COBACH BC Colegio de Bachilleres del Estado de Baja California

27



a) f(x)=x"—6x+8 e) f(x)=x"-10x>+9

b) f(x)=4 _X+5
c) f(x)=x"-3 " f(X)_x+4
d) f(x)=-5x+7 9) f(x)=-/x+1

Evaluacidon de funciones

Si se tiene una funcion definida por una formula y se quiere conocer el valor de la funcién en un valor
x de su dominio, entonces se tiene que evaluar la formula que define la funcion en el nimero dado.

Ejemplo 1 Ejemplo 2
F(x)=3x>—4x-10 f(x)=x2 ~10
x—2
Evaluaren f(2) Evaluaren f(—4)
f(2)=3(2)" -4(2)-10 2
g T (-4)" =10
sustituye /2 =34 =810 | fEH=" oy
f(2)=12-8-10 16 -10
f(2)==6 Sustituye f(—4)= )
S =
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3°. semestre P 3

3 Evaluacion de funciones.

ﬁ Evalua las siguientes funciones con los valores definidos de x.

f(x)=5x-8 f(x)=-9x+10
a) f(6)= b) fQ3)=
()= - S(2)=
f(x)=3x"-Tx+5 f(x)=x"—4
c) f@)= d) f3)=
(D= (5=
fx)=x" f(x)z‘x—9‘
e  JO2- N SED=
S @)= - fa5)=

>
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fx)=-/x—2 f(x)= ;162
g) f(6)= h) 13)=
JU9)= f(-8)=
f(x)=—x-3/+5 F(x)=(x+2)>-16
NEEOE ) SO)=
f(0)= 7(8)=

Operaciones entre funciones

%_
Al estar observando un partido de vodleibol podemos darnos cuenta \\/

que la distancia que recorre la pelota al ser lanzada depende de la
fuerza aplicada, pero algunas veces esa distancia se ve aumentada o
disminuida por otra fuerza que en este caso resulta ser la del aire. Si \——
pensamos en cada una de las fuerzas como una funcion, entenderemos
cémo la funcién original se vera aumentada o disminuida por la segunda
funcion. Fig. 3

Si se tienen varias funciones, entre éstas se pueden realizar algunas operaciones como suma,
resta, multiplicacién, divisién y composicion de lo que resulta otra funcion.

Se tienen las funciones 1" y g las operaciones entre ellas se representan como:

(f+8)x) = /() +8(x) Es importante sefalar que el
(f —g)x)=f(x)—g(x) dominio de las nuevas funciones es
(f-2)x) = f(x)-g(x) el dominio comun de las funciones
r 1) iniciales, esto es, su interseccion.
()(x) =
g g(x)
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Observa con atencion los siguientes ejemplos en los que se realizan operaciones con funciones.

Ejemplo 1 Ejemplo 2

Considera f(x)=3x-5Yy g(x)=2x—4 - Considera f(x)=x"—6x+8y g(x)=x—4 |
(f +8)(x) =(Bx=3)+(2x-4) (S )0 = —6x+8)+(x—4) |
=3x-5+2x-4

=x"—6x+8+x—4

(f = g)x)=(x" —6x+8)~ (x—4)
=x"—6x+8—x+4

(f —8)x)

(f - 2)(x) = By —5)(2x—4) : =x’ = Tx+12
—6x2 —12x—10x+ 20 (f - &)(x) = (x" =6x+8)(x—4)
=6x" —22x+20 =X —4x" —6x" +24x +8x—32
)= B33 =§x32—10x2+32x—32§
g (2x—-4) ; f X' —6x+8 (x—4)(x-2)
D= -
g x—4 x—4

=x-2

Operacion con funciones. P

Resuelve las operaciones entre las funciones f'y g asi como los problemas indicados.

Determina para a, b, c y d, las operaciones: (f +2)(x), (f —=g)(x), (f-&)x), ((J;J(X)

a) i Sea S(x)=5x—-2y g(x)=3x+6 c) seaf(x)=x2+8x+16yg(x)=x+4

b) i Sea S (x)=x"—4y g(x)=x+2 d) iSea /(X)=x"+8y g(x)=x+2
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e) Los ingresos de una empresa estan representados por f(x)=250x+ 60 vy los gastos por
g2(x)=100x + 20. Determina la expresion que representa las ganancias.

f) Los pilotos de aviones, deben tomar en cuenta la velocidad y direccion del aire al momento
de despegar. Si un avién que despega con una fuerza de g(x) =50x —5, tiene a su favor el
viento con . ¢ Con qué fuerza total va impulsado el avion?

g) En un dia de vientos de Santa Ana se juega la final de futbol de la escuela, Rogelio hace un
disparo a la porteria contraria con una fuerza de f(x) =4x+ 2 ; pero en ese preciso momento
una rafaga de viento sopla en direccion contraria hacia dénde va dirigida la pelota con fuerza
igual a v(x) =2x+2 . ¢, Con qué fuerza avanza en realidad la pelota?

Una alberca con forma de prisma rectangular tiene las siguientes dimensiones:

Profundidad
x+1

Largo x 2x+4

h) Determina el perimetro del fondo de la alberca.
i) Determina el area del fondo de la alberca.

j) Determina el volumen de la alberca.

Composicion de funciones

Dadas dos funciones f'y g, la funcién compuesta, denotada por fo g (Iéase “f compuesta con
g”) se define como (f © g)(x) = f(g(x)). Donde el dominio de f o g es el conjunto de nimeros X en
el dominio de g tales que g(x) esta en el dominio de /. (Sullivan, 1997).
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FORMACION FUNDAMENTAL

Ejemplo 1

Ejemplo 2

' Sea S(X)=3x-8y g(x)=4x+7
i Determina:

f(g(x))=3(4x+7)-8
=12x+21-8

2(f(x) ’4<3x $7
—12x 3247

i Sea f(x)=x2—25yg(x):x+4

Determina:

f(g(x) =(x+4)* =25
=x*+8x+16-25

5 Composicion de funciones.

j__ Obtén las funciones compuestas de los siguientes incisos:

Responde...

a) Sea f/(X) =—=5x+10y g(x) = 6x—12

(feg)x)=
(go N)x) =

b) Sea f(x)=x" -16ygx)=x-5

(fog)x) =
(gof)x)=

c) Sea f(x)=myg(x)=2x+8
(feg)x)=

d) Sea /(¥) =3x 9y g(x) =
X

(fog)x) =
(gof)x)=

COBACH BC Colegio de Bachilleres del Estado de Baja California
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Resuelve las siguientes situaciones:

a) El costo de un teléfono celular con un descuento del 30% sobre el precio de lista, esta definido
por C(x)=x—0.30x . El impuesto a pagar por un articulo que cuesta x pesos esta dado por
I(x)=0.15x

b) Determina e interpreta £ (C(x)).

c) ¢Cuanto pagaras por un teléfono celular cuyo precio de lista es de $8,2007?

34 -cocregon 3



! X e u_v-{"

! '21~ o
Andliza la grafica de funciones de variable
real buscando simetrias, y revisa conceptos ;
como continvidad, crecimiento, decrecimiento,
madximos y minimos relatives, concavidades,
entre otros, resaltando la importancia de éstos en
la modelacién y el estudio matematico.

iIhX -CoS X T

CATEGORIAS METAS DE APRENDIZAJE

C3. Solucion de problemas y modelacion.

SUBCATEGORIAS M8. Selecciona un modelo matematico

por la pertinencia de sus variables y
relaciones para explicar una situacion,

SC3.2. Construccion de modelos. fendmeno o resolver un problema fanto L
SC3.3. Estrategias heuristicas y ejecucion ~ €0rico como de su contexto.
de procedimientos no rutinarios.

Contenidos especificos de la progresion

4.1. Gréficas de las funciones polinomiales.

4.2. Continuidad de una funcion.

4.3. Crecimiento y decrecimiento de una funcién.

4.4. Maximos, minimos relativos y concavidad de una funcion.

Descripcion de la progresion:

En la presente progresion se desarrollan las graficas de las funciones algebraicas y se
definen sus caracteristicas, para posteriormente identificar cuando la una funcion es
creciente o decreciente, su minimo o maximo y si es continua o discontinua para su
definicion.

X
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Craficas de las funciones

Como analizamos en la progresién anterior, la clasificacion de funciones se divide en dos principales
grupos, las funciones algebraicas y trascendentes. En esta progresion analizaremos la representacion
grafica de las funciones algebraicas que nos permite saber su comportamiento de acuerdo a sus

caracteristicas. Por medio de la tabulacion podemos conocer los valores del rango f(x) definiendo
los valores del Dominio X .

1 Craficas de las funciones.

Determina la grafica de las siguientes funciones por medio de la tabulacion, utiliza
colores distintos para cada una y define sus caracteristicas identificadas.

a) Funcién constante. SEaaEaass bR
y=3 y=-2 1
2 2 1
-1 _1 -5 -4 =3 -2 -1 -: 1 2 3 4 5
0 0 t
1 1 t
2 2 H

Caracteristicas:

b) Funcioén lineal.

f(x):2x—l f(x):—3x+2
[ xTy] [ xTy] :

-2 -2

-1 -1

0 0 EIRRRC INRRC JNEE 4
1 1

2 2 |

Caracteristicas:
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I
c)  Funcién cuadratica.
f(x)=x>-2 fx)=—x"+2 o
-2 -2 .
-1 -1
O 0 -4 -3 -2 -1 0
1 1 1
2 2 H
Caracteristicas:
d) Funcion cubica.
f)=x f()=x"-2
-2 -2
-1 o 8 5 4 2 o 10
-1 0
0 1 i
1 2 -
2

Caracteristicas:

e) Funcion cuartica.

f(x)=x"—4x* +2 f(x)=—x"+2x7
-2 -2
-1 -1 -4 -3 -2 -1 (] 4
0 0 :
1 1 ,
2 2 i
Caracteristicas: i
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f)  Funcion raiz.
£ =-lx S(x)=/x+2
[(x[y] [ x [y ]

Caracteristicas:

” ” HHHHH A
-1 -1

0 0

1 1

4 4 T

Funcidn creciente, decreciente o constante

Una funcion / es creciente en un intervalo I si, para
cualquier elecciéon de x, y x, en I, con x, < x, , tenemos

S () < f(x).

Una funcién fes decreciente en un intervalo [ si, para
cualquier elecciéon de x; y x, en I, con x; < x,, tenemos

S () < f(x)

Una funcién f es constante en un intervalo / si, para toda
eleccion de X en /, los valores de / (¥) son iguales. (Sullivan,
1997)
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f(x2)

f(x1)

{
Al
a

Fig. 1. Creciente

A
X1 X2 !
b

f(x1)

f(x2)

* % b
Fig. 2. Decreciente

Y

f(X]) = f(x2)

[7] [y

e o

Fig. 3. Constante

Kw == -
[9

o %+
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FORMACION FUNDAMENTAL

Funcidn creciente o decreciente

Identifica en qué intervalo del Dominio es creciente, decreciente o constante la grafica
presentada.

IS

B=(0,1
ob -1,4) C=(2,4) E=(4,4)

~

=(3,2)

-15 - 05 [ 0 1 1s 2 0
-05 3,
Vi
LS = 2 1 2 3 ] 5 6 2
(,-1) C'=(1,-1)
-1

Creciente: Creciente: Creciente:
Decreciente: Decreciente: Decreciente:
Constante: Constante: Constante:

Valor maximo o minimo en una grafica

* Una funcidn tiene su maximo absoluto en x = & si la ordenada es mayor o igual que en cualquier
otro punto del dominio de la funcién.

+  Una funcion tiene su minimo absoluto en x = b si la ordenada es menor o igual que en cualquier
otro punto del dominio de la funcion.

+ Una funcion f(x) tiene un maximo relativo en X =c¢, si f(c) es mayor o igual que los puntos
préximos a C.

+ Una funcién f(x) tiene un minimo relativo en x =d, si f(d) es menor o igual que los puntos
proximos a d. Marta (2024)

, Maximo,absoluto
Maximo relativg

Te habras dado cuenta que las partes donde
se encuentra un maximo o un minimo la
curva tiene una especie de concavidad. Al Miéximo relativo
punto donde la curva cambia de céncava

hacia abajo a concava hacia arriba se le xrd X=C 1
llama Punto de Inflexion. :

Minimo relativo

Minimo absoluto

Fig. 4. Méximos y minimos
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Valor maximo y minimo

Identifica los puntos en las graficas que corresponden a maximos absolutos, maximos
relativos, minimos absolutos y minimos relativos.

| e
A 4 E 2 4
3
A -5
1 -10
B
2 1 1] 1 2
» " c
A) f(x)=0.3x" +2x° +3x° —3x+2 B) f(x)=x"-x—6x"
Punto A Punto A
Punto B Punto B
Punto C
4 D . A
f
B 2

C
-2
A
C) f(x)=x"+2x"—x—1 D) f(x)=3+2x—x’

Punto A Punto A

Punto B ¢En algun punto de la grafica

Punto C tendra un maximo y ademas un
minimo esta funcion?

Punto D Explica tu respuesta:
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FORMACION FUNDAMENTAL

Funciones continuas o discontinuas

Si la grafica de la funcion tiene algun corte o salto, entonces se considera discontinua. Una forma
de saber si es una funcién continua, es que su dominio sea el conjunto de numeros reales. (Ibanez
& Garcia, 2011).

Funciéon
continua

Fig. 3. Funcion continua

| Funcion
X : discontinua

) T L]

Fig. 4. Funcién discontinua
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Una empresa desea conocer la funcién que representa el volumen de la caja de
almacenamiento de productos, para de esa forma conocer su representacion grafica
y su ecuacion.

Su base es cuadrada de lado (x — 3) y su altura es x.

a) Determina la ecuacion que representa el volumen.

b) Tabula la funcion encontrada y graficala.

X F(x)

c) Determina su Maximo y minimo.

d) Determina el intervalo del dominio en el que la funcion es creciente y decreciente.

e) ¢La funcioén es continua o discontinua?
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Conceptualiza el limite de una funcién de variable real co
una herramienta matemdatica que permite comprender el
comportamiento local de la grafica de una funcién.

CATECORIAS

C1. Procedural
C2. Procesos de intuicion y razonamiento.
C4. Interaccion y lenguaje matematico.

SUBCATECGORIAS

SC1.3. Elementos variacionales.

SC2.1. Capacidad para observar y conjeturar.
SC2.2. Pensamiento intuitivo

SC4.1. Registro escrito, simbdlico, algebraico e
iconografico.

METAS DE APRENDIZAJE

S | L

alll e

M1. Ejecuta calculos y algoritmos para resolver
problemas matematicos, de las ciencias y de su
entorno.

M5. Desarrolla la percepcion y la intuicion
para generar conjeturas ante situaciones que
requieran explicacion o interpretacion.

fenémenos
lenguaje

M12. Describe situaciones o
empleando rigurosamente el
matematico y el lenguaje natural.

Contenidos especificos de la progresién

5.1. Concepto intuitivo de limite.
5.2. Teoremas de limites.
5.3. Limites indeterminados de la forma 0/0.

5.4 Limites indeterminados de la forma infinito/infinito.

Descripcion de la progresion:

En esta progresion se analizara el concepto intuitivo de limite, los teoremas que lo definen,
para posteriormente aplicarlo. Dado que existen limites indeterminados en su forma 0/0, las y
los estudiantes pondran en practica los diferentes tipos de factorizacion para determinarlos. El
tema de limite cobra mucha importancia por ser clave para la definiciéon de la derivada y sus

aplicaciones.
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Limite

Consideremos que una persona tiene que recorrer 1 km para llegar a un acantilado del lado izquierdo,
cada hora recorre la mitad de la distancia, es decir, la primera hora recorre 500m, la segunda hora
recorre 250m de la distancia restante, la tercera 125m de la distancia restante, asi sucesivamente
de manera indefinida seguira recorriendo la mitad de la distancia restante y acercandose mas y mas
al acantilado sin llegar a tocarlo o caer en él.

Fig. 1. Acantilado

Si observas, la persona se puede acercar mucho por la izquierda o por la derecha del acantilado sin
llegar a tocarlo. Esa es la idea de limite.

La definicion de limite de una funcion es un tema fundamental en todos los campos del calculo; de
hecho, la derivada, es por definicion, un limite.

Cauchy (1789-1857) define el limite de la siguiente forma: Cuando los valores sucesivamente
atribuidos a una variable dada se aproximan indefinidamente a un valor fijo, de tal manera que
acaban de diferir de él, tan poco como se quiera, este ultimo se llama limite de todos los otros.

. . _ 2 s o e .
Veamos un ejemplo con la funcion S(x)=x que esta definida por la siguiente grafica. Si queremos
conocer como se comporta la funcion a medida que x se acerca a 2, podemos describirlo como

x—>2 , para eso podemos representar en una tabla y ver sus valores /(X) acercandose por la
izquierda y por la derecha de 2.
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FORMACION FUNDAMENTAL

Calcula los valores de f'(x) cuando x — 2

Por la izquierda Por la derecha
x S (x) x f(x)
1 3
1.5 25
1.8 2.2
1.9 2.1
1.99 p Ry 2.01
1.999 2.001
x—=2" | f(O)-> x —2* S () -

La nocion de limite esta asociada con el comportamiento de una funcién cerca de ¢, sin llegar a ser ¢, de

manera que decir que lim f'(x) = L, significa que cuando x esta cerca, pero diferente de ¢, f(x) esta
cerca de L. A

Otra manera de entender el concepto de limite es considerar que f(x) = L conforme x — ¢, es decir, el
limite de f'(x), cuando X tiende a c es igual a L.

fim f(x) =1L
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( ACTIVIDAD )

En cada uno de los siguientes incisos determina el limite por la izquierda y por la
derecha de las funciones propuestas.

a) f(x)=x"+2x-5

Por la izquierda Por la derecha
x Ax) X Ax)
1 3
15 25 Conclusion:
1.8 2.2
19 2.1 lim( )=
1.99 2.01
1.999 2.001
x—2 Ax)— x— 2" Ax)—
b) lIm4 2x -3
x 38 | 39 | 3.99 m 2x -3 4001 | 4.1 4.2
Ax)
x> =9
c) f(x)=
x—3
Por la izquierda Por la derecha
x Ax) X Ax)
2 4
25 3.5 Conclusion:
2.8 3.2
2.9 3.1 lim( )=
2.99 3.01 =
2.999 3.001
x— - fx)— x— Ax)—
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FORMACION FUNDAMENTAL

Propiedades de los limites

Teoremas de limites Ejemplo
1. ]?_gc —C )1335 _s
2. %xza Lﬁgx=3
3. Imx"=a’ g(iglzf:f:g
. . . s a3 -
4. %kf(x):kmf(x) !{12153)6 _311215)( =3(5)’ =375
lim 4x> —2x = lim 4x” — lim 2x
x—a x—a x—a :4(3)2 _2(3)
i : . =36-6
6. lm|[f(x)eglx)]=lm f(x)elm g(x) e

]jms4x2 = (lim 4)(lim x*)=(4)(5*)=100

L /)T )

x—a g(x) im g( ) 2 43x? —x lin}12x3 +]l'11}13x2 —]in}lx
>l §5x—2 B ﬁnllsx‘ﬁnllz
8. ]Ylina[f(x)] = [Egna S ()] _ 2(_ 1)3 +3(_1)2 _(_ 1)
5(-1)-2
fim 2 £ (x) = fm £ (x) _ 2
7

9. siempre que lim f(x)>0 cuando n sea
X—a

par. lirnz[x]4 — [1111’12 x]4 — (2)4 =16

. 2 s 2
%Jx +9_J133(x +9)

= [im x* +1im 9
x—4 x—4

=-/4"+9

=./25=5

Aunque es necesario entender y aplicar leyes para los limites, por rapidez en el procedimiento
simplificamos y damos por hecho su aplicacion y sustituimos directamente los limites.
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1) lim10=
x—5

2) Iim6 w=
w-

3) lim x?—-2x=
x— =3

lim
x— =3

¢ Cuando no existen los limites?
1. Cuando f'(x) tiende a un numero

diferente desde la derecha al que
tiende por la izquierda.

2. Cuando f'(x) crece o decrece
sin cota cuando x—a.

48 ocresion s

(x +1)(x3=3x+6) =

Determina el valor de los limites de las siguientes funciones

. 8x(x%-1
6) lim 21 _
x—4 x“-3

. 2—x
7) lim 2=
x—2 3

8) Iim (2x?2+3x—1)(x?+x—2)=

x— -1

9) lim (x3+6)3=

x— 0

2
. X“—x—6
10) lim =
x—»3 x-3

En la grafica vemos que por
izquierda f (x) se acerca a 2, y
por derecha se acerca a 3.

Para que exista un limite, la
funcién debe aproximarse a un
valor particular. En el caso que
se muestra arriba, las flechas en
la funcion indican que la funcion
se vuelve infinitamente grande.
Como la funcién no se aproxima
a un valor particular, el limite no
existe.
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FORMACION FUNDAMENTAL

I

3. Cuando f (x) oscila entre dos fx) = sin(1/z) La funcién comienza a oscilar
valores fijos cuando x—a. cada vez mas rapido. Entonces
/\H ﬂ f podriamos concluir que cuanto

/ x— 0, mas rapido oscila la funcion

U|| V entre 1y-1.

(Julian, 2019)

Forma indeterminada

0
Si los limites del numerador y del denominador son ambos iguales a cero, se tiene la forma (0)

que se denomina indeterminada. La indeterminacién se puede eliminar buscando una funcién
equivalente mediante operaciones algebraicas sencillas como la factorizacion y simplificacion.

Pudiéndose encontrar alguno de los siguientes tipos de factorizacion:

ax+bx = x(a+b)
10x” —15x = 5x(2x —3)
a’*—b* =(a+b)a-b)
49x* =25 =(Tx+5)(7x-5)
a’+2ab+b* = (a+b)’
4 +12x+9 = (2x +3)’
x> +(a+b)x+ab = (x+a)x+b)
x4+ Tx+12 = (x+4)(x+3)

Factor comun

Diferencia de cuadrados

Trinomio cuadrado perfecto

Trinomios de la forma x*+bx+c

Trinomios de la forma ax*+bx-+c 3x* —14x—5=(x—-5)(3x+1)

0
Nota: Cuando existe indeterminacion (Oj , Se necesita utilizar las factorizaciones, puede ser ne-

cesario factorizar el numerador, el denominador o ambos.
Ejemplo 1:

lim x> —4 _ (2)2 -4 _0
2 x—2 -2 0
lim x°—4 _ (x+2)(x-2) _
=2 x—2 x—2

Indeterminado

x+2

Imx+2=(2)+2=4

x—2
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Ejemplo 2:

2 2
i +x-20 _ (4" +(#H-20 = glndeterminado

=>4 x—4 4—-4

2
im +Xx 20:(x+5)(x 4)=x+5
x—4 x_4 _x—4

Im =x+5=(4)+5=9

x—4

Aplicando factorizacién determina los limites de cada funcion:

x2+x-6 x? =36
17 QR ——— lim R 2
1- =2 x-2 6o 4y _16x—48 11~ fm = O+
>32x"+8x+6
x2+11x+18 2
2- m*>——" "~ . X +6x-7 .o 1-x
x—>-2 x2 +6x+8 7-' lgll ﬁ 12.' l)?}l)l 1_x2
2 2x— . 5x+45 3
3. 1 x°—2x-3 8- lim zx 13.- ) x2 X
x—3 x—3 -9 x- +5x-36 x>l Qx“ =2
4. me2—5x+6 9.- limx2+6x_7 14-  Tm x—1
=2 x?—x-2 B = x -1
2 _x— ) 3x-2 _
5o lim2* ¥ 13 10.- lm 7=~ 15- T, * 0
2
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FORMACION FUNDAMENTAL

Limites cuando x tiende a cero x —0 y cuando x tiende al infinito x —w

Existen ciertos limites que se presentan cuando la variable x—0 o x—, son los siguientes:

lim /- = 0 — lim f-(0) = 0
IimE:O — ]jmg:()
x—>0k x—>0k
]jmé:oo — k:oo
x>0 x x—0 ()

lm k-x=00 — lm k-c0=00
h'mE:O — lﬁnkzo
)CA)OOX x%ww
limi:oo — lil’nﬁzw
x>0 x>0 f

1 4 (] (] Ll L] w
Limites al infinito .

Si los limites del numerador y del denominador son ambas iguales a infinito, se tiene la forma

. . o0 . . . s . e g , . .

indeterminada = . La indeterminacién se puede eliminar dividiendo ambos términos entre la variable
o0

de mayor grado que interviene en la expresion.

. I . C )
Cuando x—o podemos aplicar el siguiente teoremalm ., — =0, lo que nos permite calcular los
L . X
siguientes ejercicios:

4 3 2
1 fm X 73X H5XT —x+42 nars hallar el limite de la funcion, dividimos cada término del

X—>00 4 2
x'—6x" -1
numerador y del denominador por la variable con la potencia mayor y aplicamos el teorema.

2x4__3x34_5x2_.x N 2 ,_ 3. 5 B 1 N 2
b xa a et PTeTet 20k0-040
xX—>00 4 2
x' 6xt 1 1_fi_l, 1-0-0
x4 x4 x4 x2 X4
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2.

i 3’ =20  —dx 33 x*_3-0-0_ 1
T 2xt —6x° 2x* 3 @ _6 0-6 2
)C5 x5
4 6x' 2, 62
i 4 +6x" =2 5 T 45 §F X _4-0-0_
T X =3 X3 3 1-0
x° X x°

Pensamiento Matematico lli

Determina los limites de las siguientes expresiones.

2 _ 6 _
fetm, X =3 2-lm,, F 7
2x° +4+9x —6x" —x
2 3 2
3-fm lO)c2 +5x-3 4-tm 4x 52x +63
S5x°—=2x+7 Tx—3x" +9x
4 2 2 3
5 lim . 6x +22¢ +Sic 6. lim . 6x 62x +63x
3x—3x"—3x 6x—x"+2x

B2 ~ROGRESIONS




Identifica y contextudliza la continvidad de
funciones utilizadas en la modelacién de
situaciones y fenémenos y hace un estudio,
vtilizando el concepto de limite, de las
implicaciones de la continvidad de una funcién
tanto dentro del desarrollo matematico mismo,
como de sus aplicaciones en la modelacion.

+
i - ’ s el "f E
CATECORIAS METAS DE APRENDIZAJE

C2. Proceso de razonamiento.

C4. Interaccion y lenguaje matematico. M4. Observa y obtiene informacion de
una situacion o fendmeno para establecer

SUBCATECGCORIAS estrategias o formas de visualizacion que
ayuden a entenderlo.

SC2.1. Capacidad para observar y
conjeturar. M13. Socializa con sus pares sus
SC2.2. Pensamiento intuitivo. conjeturas, descubrimientos o procesos

SC4.1. Registro escrito, simbdlico, en la solucion de un problema tanto
algebraico e iconografico. tedrico como de su entorno.

SC4.3. Ambiente matematico de
comunicacion.

Contenidos especificos de la progresion

6.1. Grafica de una funcién racional: con exponente lineal.
6.2. Asintota vertical y horizontal de una funcién racional.
6.3. Limite de una funcién racional desde su interpretacion grafica.

Descripcion de la progresion:

En esta progresién se presentan las caracteristicas de las funciones continuas
y discontinuas, haciendo énfasis en las funciones racionales, para a partir de ellas,
reconocer las asintotas, verticales y horizontales que las definen. Se hara finalmente
la determinacion de limites de funciones racionales cuando éstas son factorizables, o
bien, la determinacion del limite lateral cuando el limite en la funcién racional no existe.
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Continuidad en una funcidén

Las funciones polinomiales anteriormente vistas: lineales, cuadraticas, cubicas, etc., son funciones
continuas, es decir, aceptan cualquier valor real para x, de manera que el trazo de su grafica nunca se
interrumpe. Mas no pasa lo mismo con todas las funciones, algunas de ellas tienen una interrupcién
en el trazo de su gréfica, tienen una ruptura en su trazo, se llaman funciones discontinuas.

-2

, AN

Funcién continua Funcion discontinua

En las funciones discontinuas se dice que se encuentra indefinida para un valor de x o para un
conjunto de valores en x.

Una funcién f'(x) es continua en un punto q, si y sélo si, se verifican las condiciones siguientes:
+ Lafuncion existe en a.
+ Existe limite de f'(x) cuando x tiende a a.

» El valor de la funcion en el punto y el limite en dicho punto son iguales:

lim f(x) = f(a)

Cuando no se cumple alguna de las anteriores condiciones, se dice que la funcién es discontinua
en el punto.

Por otra parte, se considera que la funcion es continua en un intervalo (a,b) cuando es continua en
todo punto x, tal que a <x <b.
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FORMACION FUNDAMENTAL

Funciones continuas

Para algunas familias de funciones es posible conocer su continuidad basandose en los siguientes
criterios generales:

» Las funciones polinomiales son continuas en todo el conjunto de los nimeros reales.

» Las funciones racionales obtenidas como cociente de dos polinomios son continuas en
todos los puntos del conjunto R de numeros reales, salvo en aquellos en los que se anula el
denominador.

» Las funciones potenciales, exponenciales y logaritmicas son continuas en todo su dominio
de definicion.

* Las funciones trigonométricas seno y coseno son continuas en todo el conjunto de los
nuameros reales (en cambio, la funcidon tangente es discontinua en los valores multiplos

impares de % ).

» Las funciones racionales, aquellas que tienen una variable en el denominador, son funciones
discontinuas.

Funcion racional

Es toda funcién que se puede expresar como el cociente de dos polinomios.

f(x)= ix)’ donde Q(x);t 0, por ejemplo, f(x): 4x+1’
Q(x) x-=3

El dominio de este tipo de funciones es el conjunto de los numeros reales, excepto aquellos que
anulan el denominador, que hacen que el denominador sea cero.

Por definicion, el dominio de una funcion racional es el conjunto de numeros reales que x puede
obtener, por lo que quedan excluidos aquellos que anulan el denominador.

4x+1

Por ejemplo, el dominio de la funcién f(X)= es el conjunto de los numeros reales excepto

x=3. Puede tener cualquier valor para x, excepto el numero 3.

El dominio se puede expresar como (— Ooa3)u(3a°°).
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Asintotas: vertical y horizontal de una funcién racional

En una funcion racional, la asintota vertical es una recta a la cual la funcién se va acercando
indefinidamente sin llegar nunca a cortarla. Se sabe que el valor de x al no estar en el dominio de la
funcion, provoca que la grafica nunca puede cruzar esta asintota.

|
|
|
[
|
|
|
|

5 |
|
|
|
[
1
: 5 10 15
|

/. Asintota
Vertical

La asintota es la recta a la que se aproxima continuamente la grafica de la funcion; es decir, que la
distancia entre las dos tiende a ser cero, a medida que se extienden indefinidamente.

Las asintotas verticales se obtienen de las raices del polinomio del denominador, igualando el
dominador a cero y determinar el valor o los valores de x, ya que una funcién puede tener mas de
una asintota vertical.

Ejemplos:
x+4 , ,

a) f(x): 3’ la asintota vertical es x = 3, porque al ser x - 3 =0, entonces x =3
x—

3x

b) f(x)= 5210 el denominador 5x - 10 se iguala a cero,
5x-10=0
10 ) La asintota vertical es x = 2
XxX=—=
5
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FORMACION FUNDAMENTAL

4
c) f(x): T ar 5’ el denominador se iguala a cero y se factoriza para determinar sus

raices o valores de x.

x*—4x-5=0
(x=5)fx+1)=0
x=5=0 ]
Las asintotas son x =5, x =-1
x, =5
x+1=0
x, =-1

En una funcion racional, las asintotas horizontales dependen de la relaciéon que existe entre los
grados del polinomio del numerador y del polinomio del denominador.

Las asintotas horizontales son rectas horizontales a las cuales la funcién se va acercando
indefinidamente. Las asintotas horizontales son rectas de ecuacién: y = k.

Para obtener una asintota horizontal, el numerador y el denominador se dividen por la maxima

potencia que aparece en la expresién de la funcién, para posteriormente hacer que x — oo,
considerando que cualquier numero dividido entre infinito es cero.

Ejemplos: determinar la asintota horizontal:

+4
1) Para la funcion f(x):x—
x-3
E+ﬂ 1+i 1+i 140
_X X_ X_ ©_ _ ‘ : _
f(x)_x_3_1_3_1_3_1—0_1 La asintota horizontal es y = 1
X x X 0
2) Para lafuncion f(x)= 3
5x—-10
3x
X 3 3 3 3
_ X — — — —— i 1 =
f(x)_Sx_IO_S_IO_S_IO_S_O_S La asintota horizontal es y = 3/5
X x x 0
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4
3) Para la funcion f/( )z—l
x_
444
flr)=—2 =X - %0 _ O _0 Laasintota horizontal esy=0
x Lo, b 1-0
x X X e

Determinacion de asintotas

Determina las asintotas horizontal y vertical para cada una de las siguientes funciones

racionales.
3x+1 X 3
A Sl)="" B) Slx)=_" C) Sx)= "
2x -5 4x x+5
D) fl¥)=" B) Slx)= F) Slx)= 5,

Grafica de una funcién racional

Pasos a considerar para realizar el trazo de una funcién racional.

1) Determina las asintotas, vertical y horizontal.

2) Traza las rectas de las asintotas en la grafica en caso de que las haya.

3) Sustituye valores x cercanos a la asintota vertical, a la derecha y a la izquierda.
4) Une, mediante curvas, los puntos obtenidos para trazar la grafica de la funcion.

B8 ocresions



FORMACION FUNDAMENTAL

— >0

I
+
Realiza la gréfica de la siguiente funcion f(x) = 4 , determinando sus asintotas.
x_
2x-4,=0
Asintota vertical: 4 X=2
x=—=2
2
x 2 2 2
Asintota horizontal: f(x)= ;+; = 1+; = 1+; _1+0 =0.5 y=05
' 2x 4 4 4 2-0 '
it T S
X X X o0
X y
-1 -0.16 f(x): 2xx+ 24,: 2(_ 11—; 24 =-0.16
0 -0.5 - —a
2 2
1 1.5 f(x): X+ = 0+ —_05
5 ) 2x—4" 2(0)-4
3 2.5 f(x)— x+2 1+2 _
4 15 2x-4" 2(1)-4
5 I
I
|
4 I
I
3 l
|
2 1
X = 2|
S 1 I
e e e T ————
N ;
5 4 N , 4 8 10
1 I
I
-2 I
I
-3 I
I
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ACTIVIDAD ) e . .
_ Grafica de funciones racionales

X , ,
, determinando sus asintotas.
x J—

A) Realiza la grafica de la siguiente funcion f(x) =

B) Realiza la grafica de la siguiente funcion f(x) = 6’ determinando sus asintotas.

3x+
Limite de una funcién racional desde su interpretaciéon grafica.

2
. X —x—6 , . o
Sea la funcién f(x)zise trazara su grafica y para ello se elabora la siguiente
x_

tabla:

-1 0 1 2 3 4 5 6 7
1 2 3 4 - 6 7 8 9

Se puede observar que existe una discontinuidad en la funciéon cuando “x” tiende a 3.

. 32_3_6
: SB)="573
0
f(3):6
1
0

Pero se puede hacer un acercamiento hacia x = 3, dandole valores muy cercanos a él,
tanto por la izquierda como por la derecha, para determinar el valor del limite cuando “x”
se acerca al 3.

2.7 2.8 2.9 2,99 3 3.01 3.1
4.70 4.80 4.90 4.99 - 5.01 5.1
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FORMACION FUNDAMENTAL

2_ —
X —x 6:5

Asi, m x—3 , es decir, cuando “x

tiende a 3, /(x) tiende a 5 y es su limite.

Recuerda que el limite puede determinarse por factorizacién, siempre que sea posible.
A esto se le llama discontinuidades removibles.

En esta funcion racional el limite si existe, mas no siempre sera asi.

Limites laterales

Para determinar el limite de una funcién, si es que existe, se pueden asignar valores muy cercanos

al numero “a” indicado, tanto por la derecha como por la izquierda, de manera que:

. m __ f(x)=L significa que pueden asignarse f(x)
valores x lo bastante cerca de “a”, pero menores /O/
que “a”. Asi, decimos que el limite izquierdo de f(x) - !

cuando “x” tiende a “a” es igual a su limite L. : !
 lm _ f(x)=L, significa que el limite de f(x) :

[TAgeL]

cuando “x” se acerca a “a” desde la derecha es L. . Xx— a ¢ X

Ejemplos:

Determinar el limite asignando valores por la izquierda o derecha segun se indica.

2
) -1
1- lim x—1" 2 1
x J—
X 0.9 0.99 0.999 1
(x) 19 1.99 1.999 -
x—>1" f(x)— 2 (Su limite es 2)
2
—6x+8
2 T 6%+8
= 3x-6
X 2 2.001 2.01 2.1
f(x) - -0.6663 -0.6633 -0.6333
(sulimite es -2/3) - i < fx) 2 e x
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3
Ejercicio: Determinar el limite de la funcion jjy, x -1 aplicando factorizacién y por acercamiento
ala derechay a la izquierda de x = 1. = x—1
X 0.9 0.99 0.999 1 1.001 1.01 1.1
f(x) -

Limites infinitos
Consideremos la funcion racional f(x) = iz la cual graficaremos determinando sus asintotas.
Asintota vertical x —2 =0, entonces x = 2, asintota horizontal f(x) =0

i ]

Se observa que f(x) decrece cuando x —» 2

desde la izquierda y f(x) crece cuando
i x — 2 desde la derecha.

= Se visualiza en la siguiente tabla como

=i -2 a 2 4 & B . e .
‘\ ambas curvas tienden al infinito cuando
3 x—2

X 1.9999 1.999 2 2.001 2.0001
() — oo -3000 - 3000 + o0

Ejemplos:

Determinar si se tiende hacia el infinito positivo o negativo, cuando “x” se aproxima, por la derecha
o izquierda, hacia la asintota vertical.

3x  3(1.999)  5.997

) = = =-5997 = -0
¥ x—-2 1.999-2 —0.001

1.- Im

x* _ (4.0001)*  16.0008

+ _ _ = ~160008 = —0
=4 4_x 4-4.0001 —0.0001

2.- im
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FORMACION FUNDAMENTAL

( ACTIVIDAD )

X" se aproxima

Determina si se tiende hacia el infinito positivo o negativo, cuando
hacia el valor indicado:

fm O 3- fm_ O 5- lim Y2
1.- = x-3 = x-1 H% 4x +1

]jm x2 lltn X llrIl L
2.- A B 4.- 5 x5 6.- =4 2x+8
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Aplicaciones
Se ha estimado que la poblacién de un barrio de una gran ciudad evolucionara siguiendo el modelo
f(t): 240 +20¢ gn miles de habitantes, donde t indica los afios transcurridos desde su creacion

en 200510+

a) ¢Qué poblacién tenia en 20157

240 +20¢ _ 240 +20(10)

=16,923hab
16 +1¢ 16 +10

t—10

b) ¢Alargo plazo con cuanta poblacién se estabilizara?

240+20t
¢t ¢+ _0+20
16, ¢ 0+1

r t

Im =20,000hab

Resuelve:

1. Un tanque contiene 5000 litros (I) de agua pura. Se bombea al tanque salmuera que contiene
30 gr de sal por litro de agua, a razon de 25 I/min. Demuestra que la concentracion de sal
después de t minutos (en gramos por litro) es:

30¢
C =
(t) 200 +1¢

¢ Qué sucede a la concetracion cuando ¢ — «0?

2. Una maquiladora que elabora libretas determina que el costo promedio de su produccion puede
24 +12x

X
¢, Cual sera el costo de produccién si se producen 100 libretas?

modelarse mediante la ecuacion C(x)z , siendo x el numero de libretas producidas.
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Interpreta, apartir de integrar diferentes perspectivas y métodos,
el concepto central del cdlculo diferencial, “la derivada”, de forma
intuitiva e intenta dar una definicién formal, asi como la busqueda
heuristica para encontrar la derivada de la funcién constante,
lineal y algunas funciones polinomiales.

C1. Procedural. - _ M2. Analiza los resultados obtenidos
C2. Procesos de intuicion y razonamiento.  g| aplicar procedimientos algoritmicos

7 propios del pensamiento matematico en la
SUBCATECORIAS resolucion de problematicas teédricas y de
SC1.2. Elementos geométricos. su contexto.

SC1.3. Elementos variacionales.

SC2.1. Capacidad para observar y MS. Desarrolla la percepcion vy la intuicion
conjeturar. para generar conjeturas ante situaciones

SC2.3. Pensamiento formal que requieran explicacion o interpretacion.

Contenidos especificos de la progresiéon

7.1. Razones de cambio: Definicién de derivada.
7.2. Derivacion mediante la regla de los 4 pasos.

Descripcion de la progresion:

En la siguiente progresion se presentan diferentes actividades que pretenden introducir
a las y los estudiantes a la definiciéon de la derivada, su interpretacién intuitiva y
determinacion mediante la regla de los 4 pasos. Siendo importante considerar a una
razon de cambio como un proceso que puede definirse con la derivada de su funcion.
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Razones de cambio: la derivada

Estudiar el cambio y el movimiento es parte fundamental de estudiar derivadas, de manera que,
estudiar la pendiente de una recta tangente a una curva y la velocidad instantdnea es considerar
que son razones de cambio de una funcién, y por lo tanto son aplicaciones del calculo diferencial.

Asi por ejemplo, la velocidad de una particula es la razén de cambio del desplazamiento con respecto
al tiempo; la potencia es la razén de cambio del trabajo con respecto al tiempo; el costo marginal es
la razén de cambio del costo de produccién respecto al tiempo, etc. De hecho, el calculo de razones
de cambio es importante en todas las ciencias naturales, sociales y en la ingenieria.

Y como todas las razones de cambio se pueden interpretar como pendientes de tangentes, esto nos
permite tener la definicién de la derivada.

Es importante considerar que f'(x) es la derivada de f(x)

SGe+h)=1(x)
h

f(x) =lm ,

Ejemplo 1: Encuentre la derivada de la funcién f(x): 2 —8x+9
Primer paso: hacer que la variable x tome el valor de x + h en la funcién f(x).
flx)=x>-8x+9

[(x+ h) —8(x+h)+ 9]—(x2 —8x+ 9)
h

f’(X) = hl'Il h—0

Segundo paso: se resuelve para x + h, de manera que se eleva el binomio a la potencia y/o se
multiplica por el coeficiente indicado en la funcion:

x+h) —8(x+h)+9]—(x2 —8x+9)

h
(x> + 2xh+ B> —8x —8h+9)—(x* +8x+9)
h

)=t

f(x) =lm, ,,
Tercer paso: Se hace la resta de la funcion f(x) y se simplifica, factorizando el numerador:

x? +2xh+h* —8x—8h+9—x>+8x+9
h
2xh+h*> —8h _ h(2x+h—8)
h - h

f’()C)= lim h—0

f’(X): lim h—0
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FORMACION FUNDAMENTAL

Cuarto paso: una vez factorizado, y eliminado la variable h del denominador, se procede a
determinar el limite para cuando h tiende a cero.

S(x)=Tm ,, (2x+h=8)
f(x)=2x+0-8
fx)=2x-8

La derivada de la funcién f(x) =x*—8x+9es f(x)=2x-8

De manera mas simplificada veremos los siguientes ejemplos aplicando la regla de los cuatro pasos.

Ejemplo 2: Encuentre la derivada de la funcion f(x)=3—x’

fx)=1lm,_, B-(+n)]-(-x?)

h
f'(x):lim,HO 3-)(72 —2Xhh—]’l2 —3+x2
f'(x):lmh—m _2x2_h2
F)=tm ., "2
f(x):]imh_)o( 2x—h)
f(x)=-2x-0=-2x

Ejemplo 3: Encuentre la derivada de la funcion f(x) =5x+1

)t Bl hl]— 5 +1)
) =tm, 5(x2 +2xh+h;)+1]_(5xz +1)
Fx)=im, ., 5x? +10xh+5:2 +1-5x" -1
f(x)=lm, h(10x +5h)

h
f(x)=1m ,_,(10x+5h)

£(x)=10x+5(0)=10x
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( ACTIVIDAD

!

Determina la derivada de las siguientes funciones.

1.- Encuentra la derivada de la funcién f(x) 3x + x2
2.- Encuentra la derivada de la funcién f(x) 22 +5
3.- Encuentra la derivada de la funcion f(x)
4 - Encuentra la derivada de la funcién f(x) 2%—6
5.- Encuentra la derivada de la funcion f(x)

Determinacion de la pendiente de una recta tangente a una curva a partir de la
derivada de la misma curva, en un punto dado.

En la progresion 2 se determind la ecuacion de la recta tangente y puede observarse su
relacion con la definicion de la derivada de una funcién.

h—0

SR f()
h

Por lo que puede aplicarse el concepto de la derivada para calcular la ecuacion y la
pendiente de esa recta, como se muestra en los siguientes ejemplos.
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FORMACION FUNDAMENTAL

Ejemplo 1: Encuentre una ecuacion de la recta tangente a y = x’, enel punto P(1, 1).
Calculamos primero la pendiente de la recta tangente.

mtan =

mtan =

mtan =

mtan

mtan =

= lim

lim

1I[Il h—0

1]IIl h—0

h—0

hIIl h—0

x>+ 2xh+h* = x*

h

h

S+ h)= £ (x)

(x+h) —x°

h

h

mtan =2x+0=2x

h

2xh+ h?

h(2x + h)

En el punto P(1, 1), la pendiente de la recta tangente es m = 2(1) = 2, y la ecuacion de la recta:

y=y =mlx—x)
y—1=2(x-1)
y=2x-1

3
Ejemplo 2: Encuentre una ecuacion de la recta tangente a la curva y = — en el punto P(3, 1).
X

mtan =lm , ,,

mtan =lm ,

mtan =lm , ,,

mtan =lm , ,,
mtan =lm ,

mtan = —

3x —3(x +h)
x(x + )

x+h

h

h

-3h

X

2
X

h
-3

x(x+h

2
X

+h

)

S+ h)= f(x)
h

COBACH BC Colegio de Bachilleres del Estado de Baja California 69



Pensamiento Matematico lli

3 1
En el punto P(3, 1), la pendiente de la recta tangente es y = —3—2 = —g, y la ecuacion de la recta:

y=y, =m(x-x,)

1
—I=-——(x-3
y J(=3)
3y—-3=—x+3
x+3y—-6=0

) e

1.- Encuentra la pendiente de la recta tangente a la curva f(x)= —x> +2x+2,enx =2

2.- Encuentra la pendiente de la recta tangente a la curva f(x): 2x? +4x,en x=1.5

3.- Encuentra la pendiente de la recta tangente a la curva f(x)=x2 —3,enx=1
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Encuentra de manera heuristica algunas reglas de
derivacién como la regla de la sumaq, la regla del
producto, laregla del cociente y laregla de la cadena
y las aplica en algunos ejemplos.

T i —
CATECORIAS METAS DE APRENDIZAJE
C2. Procesos de intuicién y razonamiento M6. Compara hechos, opiniones o

C3. Solucién de problemas y modelacién afirmaciones para —organizarlos en
formas logicas utiles en la solucién de

SUBCATECGORIAS problemas y explicacién de situaciones

y fendmenos.

SC2.1. Capacidad para observary conjeturar 41, Construye y plantea posibles

SC2.3. Pensamiento formal soluciones a problemas de areas de

SC3.1. Uso de modelos , . conocimiento, recursos sociocognitivos,

SC3.3. E§tr§teg|as heur_lstlc_:as y ejecucion  recursos socioemocionales y de su

de procedimientos no rutinarios entorno, empleando técnicas y lenguaje
matematico.

Contenidos especificos de la progresion

8.1. Reglas de derivaciéon
8.1.1. Derivada de funciones algebraicas.
8.1.2. Derivada de producto de funciones.
8.1.3. Derivada de cociente de funciones.
8.1.4. Regla de la cadena.
8.1.5. Derivada de funciones radicales

2,

8.2. Derivadas de orden superior

Descripcion de la progresion:

En esta progresion se aplicaran formulas para derivar todo tipo de funciones algebraicas,
tanto si se realizan con ellas productos, divisiones, raices o potencias. Se pondran en
practica con el propdsito de agilizar los calculos, ya que por el método de los 4 pasos
serian mas complejos. El calculo diferencial por definicion es el estudio de las derivadas,
y en ello radica la importancia del buen manejo de las férmulas de derivacion.
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Reglas de derivacién

Después de usar la definicion de derivada para todas aquellas funciones que sufren razones de
cambio, es necesario utilizar reglas de derivacion para facilitar el manejo numérico y algebraico.

Estas reglas de derivacion nos permiten calcular con relativa facilidad las derivadas de polinomios,
funciones racionales y funciones trascendentales (exponenciales, logaritmicas y trigonométricas).

Asi mismo, se aplican en la resolucion de problemas en las que intervienen razones de cambio y en
analisis de gréficas (valores maximos, minimos, puntos de inflexion y concavidad).
Los simbolos utilizados para indicar derivacion pueden ser:
y=f(x)=——=Dx
dx

. Zy se lee “la derivada de con respecto a x”.
X

« Y selee“y prima”y denota la derivada de y con respecto a x .

NOTACION DE LA DERNADA
g L0\
New-+on y'

Leibniz d:, " h"O T
A !

ke (BN |

Fig. 1. Notacion de derivada
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FORMACION FUNDAMENTAL

Formulario de derivacion

Si tenemos la funcion f(x)

Si tenemos la funcion f(x)

S(x)=c S'(x)=0
S(x)=x f'(x)=1
S(x)=cx S(x)=c
f(x)=cx" f'(x)=nex"
h(x) = f(x)+g(x) n'(x)=f"(x)+g'(x)
f(x)=U" f'(x)=nU""du
F)=U rw="1
S()=Ur f'(x) =Udv+Vdu
P = (Vf 1) = VduV—szv
f(x) senU f'(x) =cosUdu
f(x)=cosU f'(x) =—senUdu
f(x)=tanU f'(x)=sec’ Udu
f(x)=cotU f'(x)=—csc” Udu
f(x)=secU f'(x) =secU tanUds
f(x)=a" £'(x)=a" In(a)du
Sx)=é" £1(x) =du
£()=In) fe =
f(x)=log,U =gt
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Reglas de derivacién con ejemplos

1. Derivada de una constante:

Si tenemos la funcién f(x) =c¢

La derivada es: /' (x)=0

fx)=4

f'(x)=0

2
f(x)—g

f'(x)=0

2. Derivada de la funcion identidad:

Si tenemos la funcién f(x) =x

La derivada es: /' (x) =1

fx)=x

f'(x)=1

3. Derivada de una constante por una variable:

Si tenemos la funcién./ (x) = cx

La derivada es: f'(x)=c

S (x)=o6x
f'(x)=6

f(x)=-0.8x
f'(x)=-0.8

4. Derivada de una potencia entera positiva:

Si tenemos la funcién f(x) =x"

La derivada es: /' (x) =nx""'

f(x)=x fx)=x
1) =7x" ) =5x""
f(x)=T7x° £'(x) = 5x*

T4 rrOCRESIONS
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FORMACION FUNDAMENTAL

I
5.Derivada de una constante por una funcion:
Si tenemos la funcién f (x) =cx” La derivada es: f"(x)=ncx""
f(x)=8x’ f(x)=5x"°
Sf1(x)=3-8x"" f'(x)=-30x""
' _ 2 30
f'(x)=24x 7(x) ==
6. Derivada de una potencia entera negativa:
Si tenemos la funcion ./ (x) =x™" La derivada es: /' (x) =—nx""
A f@=
f'(x) — _3x—3—1 X
fv(x) _ _3x74 f(x) = x_s
S ==5x"
5
') =-=
X
7. Derivada de exponentes racionales:
= . 1 m o
Si tenemos la funcién ./ (X) = x" La derivada es:/"(x) = ;xn
; -
3 =3x3
f(x)=x* J(x)=3x )
3 2 371
Ea ! =Z.3y3 2 3 1
f‘(X)=§x4 3.4 1 S0 =5 3733
4 4 4 4 .
1 "(x)=2x3
=3 f1)=2
4
8. Derivada de la suma de funciones:
Si tenemos la funcion 7(x) = f(x) + g(x) La derivada es: /2'(x) = /" (x) + g'(x)
_ 3 2
F(x)=2x" +4x7 +3x+5 foy=x—4ys
F1(x) =32 42 4% +3(1) + 0 45
3 ,, 4
f'(x)=6x"+8x+3 f'(x)=2-zx21—§(l)+0
. 3 4
X)=—-x——
S'(x) R

75
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@—_ \ Deriva las siguientes funciones algebraicas utilizando las férmulas de derivacion.

Responde...

a) f(x)=x

O
~

f(x)=x"-x"

c) f(x)=2x"-3x

d  f(x)=8x"-3x>+5

e) f(x)=6x"-3x"+2x"+7

16 PROGRESION S

2 5 3, 6
f X)==x"——x"+—X
) =X = ity

9) f(x)=9x7" +3x7 +5x

5

6
h) f(x)=x7+x7

) f(0)=

2 3
X

9]

SIS
+
‘w

[\

1 2 3

N fl)= 4x? +3x3 +5x*



3°. semestre P 8

FORMACION FUNDAMENTAL

9. Derivada de la potencia de una funcién:

Si tenemos la funcién f(x)=U"

La derivada es: f'(x)=nU""'du

f(x)=(6x+3)
U=6x+3

du==6

f'(x) =3(6x+3)""(6)
f'(x) =18(6x +3)*

f()=(-2x+5)"
U=-2x+5
du =-2
f'(x)=4(2x+5)""(-2)
f'(x) = -8(=2x +5)’

10. Derivada de la raiz de una funcion:

Si tenemos la funcion f(X) = W

. £1(x) = du
La derivada es: 5 \/ﬁ

f(x)=+2x-5
U=2x-5

du =2

v 2
f(X)—izm
. 1
f(X)—m

De acuerdo a la ley de los exponentes

m

a" =%/a™ También podemos plantear la

funcién como:
1

f(x)=(2x—5)? y desarrollar f(x)=U"

f(x)=1/6-2x

U=6-2x"
du = —6x>
—6x°
f(xX)=—F——=
2.6 —2x°
—3x?

=

De acuerdo a la ley de los exponentes

m
a" ="%/a™ También podemos plantear la

funcién como:
1

f(x)=(6-2x")? ydesarrollar f(x)=U"
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11. Derivada del producto de dos funciones:

Si tenemos la funcion f(x)=UV

La derivada es: f'(x) =Udv+Vdu

f(x)=U0V
f(x)=2x+1)(6x-3)
U=2x+1 V=6x-3
du=2 dv=06

£1(x) = @x +1)(6) + (6x —3)(2)
f'(x)=12x+6+12x-6
£1(x) = 24x

f'(x)=Udv+Vdu

f(x)=4x>-9)(2x+5)
U=4x>-9 V=2x+5
du =8x dv=2
f'(x) = (4x" =9)(2) + (2x + 5)(8x)
f'(x)=8x" —18+16x" +40x
f'(x)=24x" +40x—18

12. Derivada del cociente de dos funciones:

U ) . Vdu —Udv
Si tenemos la funcion f(x)= v La derivada es: f'(x) = N
2x+1 2x2 =1
X)= —

J&) 3x+4 (=) 5x+3
U=2x+1 V=3x+4 U=2x>-1 V=5x+3
du=2 dv=3 du = 4x dv=>5

£ = XD =@x+13) (B 3)dn) — (20 1))
(3x+4) S'(x) = 5
(5x+3)
f'(x) fx+8-0x=3 20x% +12x—10x>
X)= -
(3x+4)2 F1(x) = x +12x 2x +5
(5x+3)
f'(x)= > 10x> +12x+5
(3x+4)2 1 :A
/') (5x+3)°
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FORMACION FUNDAMENTAL

|
[
M

Deriva las siguientes funciones algebraicas utilizando las formulas de derivacion.

Responde...
1. f(x)=@Bx+1) 6. f(x)=/5x+2 1. f(x)=4x(x-5)
2, =(x-3) 2x% -1 2x+2)
fG)=(x-3) @)= 2. f=2 ’;;)
3. f(x):(3x+5)(4x2+x) 8. f(x):4xj1 13. f(x)=(2x—4)(x2+2)4
X
4. f=2x2+2) =1) [9. f(x)=(4x>+2f 14 f)=_ 4
(2 +2) 1) (x> +2) =
5. f(x)=-/4x"+x 10. f(x)=3/x" -3x 15. f(x)= 2x
\x* -4

Derivadas de orden superior
Sea f(x) una funcion diferenciable, entonces se dice que f(x) es la primera derivada de f(x) .

Puede resultar f'(x) ser una funcion derivable, entonces podriamos encontrar su segunda derivada,
es decir f"(x). Mientras las derivadas cumplan ser funciones continuas y que sean derivables
podemos encontrar la n-é€sima derivada. A estas derivadas se les conoce como Derivadas de orden
superior.

f(x)=x"+2x>-3x-5 f(x)=5x" —x" +x
f'(x)=3x"+4x-3 f'(x) =15x" = 2x
f"(x)=6x+4 f"(x)=30x-2
SM(x)=6 S (x) =30
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7 e .

@—_ Determina la segunda y tercera derivada de las siguientes funciones.

Responde...
1. f(x)=x"+2x"—6x-5

2. f(x)=-2x"+4x> —5x—1

3. f(x)=x"—x-2
4. f(x)=-x"-5x+3
5. f(x)=(x+D)(x+2)

6. f(x)=x-/x

7. f(x)=(x+1)

X
x+2

8. f(x)=
9. f(x)=x*+-/x

10. f(x)=x;+ﬁ
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Selecciona una problematica en la que el cambio sea
un factor fundamental en su estudio para aplicar
el concepto de la derivada como razén de cambio
instantanea.

C2. Procesos de intuiciéon y razonamiento
M5. Desarrolla la percepcion y la
intuiciéon para generar conjeturas ante

SUBCATEGORIAS
situaciones que requieran explicacion o

SC1.2. Elementos geométricos interpretacion.
S$C2.3. Pensamiento formal

Contenidos especificos de la progresion

9.1. Aplicaciones de derivada como razén de cambio instantanea.

Descripcion de la progresion:

En esta progresion se presenta de inicio una situacion didactica en la que se analiza el
movimiento y da pie al estudio de la derivada como razén de cambio. Siendo el calculo
de la velocidad instantanea una de las aplicaciones mas importantes de la derivada, pero
ademas se describe otras aplicaciones de razén de cambio instantanea con respecto al
tiempo, tales como disminucién o aumento de una columna de agua al paso del tiempo.
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Cuando un objeto se desplaza en caida libre

Antonio sube a la azotea del edificio donde se encuentra trabajando
y desde una altura de 16 m deja caer un objeto con el propésito
de calcular el tiempo en que llegara al suelo, pero le surgen otras
preguntas.

|

¢, Cual sera su velocidad a los 2 segundos de haberlo dejado caer?

d— d=  a= -

¢, Con qué velocidad llegara al suelo?

| - -

Antonio sabe que por ser caida libre la fuerza de gravedad aumenta
su velocidad, ¢qué aceleracion le incrementa?

Determinacién de velocidad instantanea de un mévil a partir de la derivada
de su funcién de desplazamiento.

Como ya se ha visto, la velocidad instantanea es una razon de cambio de la rapidez. Calcular la
velocidad instantanea implica obtener la velocidad que un movil tiene en un preciso instante de
tiempo, por lo cual, si se deriva su funcion de desplazamiento podemos encontrar su velocidad
instantanea y la altura maxima que alcanza si el objeto se desplaza hacia arriba.

Si un objeto se mueve a lo largo de una linea curva de acuerdo con una ecuacién de movimiento
S=f(t),donde S es el desplazamiento del objeto, en el instante “t”, la velocidad instantanea es el
limite del valor de las velocidades promedio sobre periodos cada vez mas cortos de tiempo (t—0),
es decir, (h—0).

Vinst.=lm , f(Hhh)_f(t) pero por cuestiones practicas aplicaremos las formulas de derivacion

vistas en la progresion anterior.

Ejemplo 1: Dejamos caer un objeto desde la azotea de un edificio de 16 m de altura como lo hizo
Antonio. Consideraremos de manera aproximada que S=f(r)=4.9¢, para un objeto en caida libre.

a) Determina la derivada de su funcién de desplazamiento.

b) ¢Cual es la velocidad instantanea del objeto después de 2 segundos?
c) ¢Con qué velocidad viaja cuando choca contra el suelo?

S=f(t)=4.9:
7(¢)=9.8¢
Vinst.=9.8¢

b) Velocidad a los 2 segundos . . _ 9.8(2)=19.6m/s

a)
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FORMACION FUNDAMENTAL

c) Cuando choca el objeto en el suelo es porque recorrié completamente los 16 metros de altura
del edificio. Para calcular el tiempo que tardé en llegar al suelo se despeja en su funcién de
desplazamiento:

16 =4.9¢

16
1= 49 3.26seg Tardé 3.26 segundos en llegar al suelo.
Vinst.=9.8t
Vinst.=9.8(3.26)=31.94m/s A una velocidad de 31.94 m/s

Ejemplo 2: A partir de una altura de 4 m, un balén fue pateado alcanzando una velocidad cuya
ecuacion de desplazamiento es:S=f{( t )=-0.5/+3t+4

a) Derivada de la funcién de desplazamiento.

b) Determina la velocidad instantanea del balén cuando transcurren 2 segundos y la altura
alcanzada.

c) Velocidad instantanea cuando t = 4 segundos y la altura alcanzada.

d) ¢Cual es la altura maxima que alcanza el balén?

e) ¢ Cual es la velocidad instantanea cuando alcanza su altura maxima?

Solucion:

S=f(t)=-0.52+3t+4
fe)=-t+3

a)

b) Vinst.=—t+3=—(2)+3=1m/s,
S=f(t)=-05+3t+4
S=-0502) +32)+4=-2+6+4=8m

Altura

c) Vinst.=—t+3=—(4)+3=—1m/s,
S=f(t)=-05¢+3t+4
S=-0.54)+3(4)+4=-8+12+4=8m

Altura

d) Para que el baldn alcance la atura maxima es porque su velocidad en ese instante debe ser cero.

Vinst.=0
0=—1+3
(=~ = 3segundos Alcanza su velocidad maxima a los tres segundos.

S=f(t)=-05¢"+3t+4

Altura maxima: 5
S=-0.53) +3(3)+4=-45+9+4=8.5m
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ACTIVIDAD

i
-l

Aplica la férmula de la derivada, determina la ecuacioén de la velocidad instantanea
y contesta las preguntas planteadas.

Responde...

1. Un proyectil es lanzado a partir de una cierta altura, alcanzando una velocidad cuya
ecuacion de desplazamiento es: S = f{ ¢ ) = -t>+30¢+175.

a) Determina la velocidad instantanea cuando transcurren 10 segundos y la altura
alcanzada.

b) Velocidad instantanea cuando t = 15 segundos y la altura alcanzada.
c) ¢Alos cuantos segundos alcanza la altura maxima?
d) ¢ Cual es la altura maxima que alcanza el proyectil?

e) ¢Desde qué altura es lanzado el proyectil?

2. La altura en pies de una cohete sobre el piso a los “¢” segundos esta dada por la
expresion S(¢)= -16£+40¢+100.

a) ¢Cual es su velocidad instantanea cuando t = 2 segundos?
b) ¢Alos cuantos segundos es cero la velocidad instantanea?

c) ¢Cual es su altura maxima?

3. Una esfera rueda hacia abajo en un largo plano inclinado de modo que su distancia
“d’ en pies, al punto de partida después de “¢" segundos es d( t )=4.5¢+2¢. ¢ Cual
sera su velocidad instantanea a los 3 segundos?
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FORMACION FUNDAMENTAL

Razones de cambio: otras aplicaciones de la derivada

: . : , d . .
Si la variable “y” depende del tiempo “¢ ”, entonces la derivada dy se llama razén de cambio con
t

respecto al tiempo. Esto requiere por lo general una derivacion implicita.

Ejemplo 1: Un cono que se utiliza para guardar agua mide 80 cm de diametro y 60 cm de altura,
pero tiene una fisura por la cual fluye agua a razén de 25 cm3/minuto. ¢ Con qué rapidez disminuye
el nivel del agua cuando ésta tiene 20 cm de profundidad?

rh
3

La relacion que existe entre el radio de la columna de agua en el cono y su altura correspondiente
es:

El volumen del recipiente conico es: V =

40 cm—,
L 40 cm 40_r =
60 h .
60 . :ﬂ ' 60 cm
60 20cm
. r:%h |
1 ¥ 3

Por lo que su volumen se expresa:

2 2
”(zshjh ”(4]91 jh —
V: = =

3 3 27

Derivando:

dV_12h27r(dhj
de 27 \dt

Sustituir la altura h por los 20 cm de altura del nivel de agua en el tiempo especificado y la variacion
de la velocidad en que disminuye el volumen.

2
dav._12h ”(dhj 250 =177.787z(‘”‘j
dt 27 dt dt
2
250:% dh @:ﬂ:OASC’m/mﬂl
27 dt dt 177.78x
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Ejemplo 2: La longitud de un abrevadero es de 14 pies y sus extremos tienen la forma de un
triangulo isésceles invertido (ver figura contigua) que tiene una altura de 3 pies y su base mide 4
pies. Se introduce agua al abrevadero a una tasa de 2 pies3/min. ;Qué tan rapido sube el nivel del
agua cuando ésta tiene una profundidad de 1 pie?

i, 4 pies 2

La féormula para calcular el volumen del abrevadero es:

bh
V= [j(L) 2 b
: 3Th
- @ (14) Utilizando proporciones )
b="h
3
V ="Tbh
V= 7(2}1}@)
3
y =14,
3
W28 )
dt 3 \ dt
Derivando S 28(1)(6”1j
3 \dt
& ()
28 \ dt
dh

——=0.214 pies / min
dt
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|
[
M

Resuelve los siguientes problemas

Responde...

Problemas de razén de cambio. Problemas de rapidez de variacion.

1. Se introduce agua en un depdsito conico de 6 m de altura y 3.5 m de radio a un
ritmo de 4m3/min. Con qué ritmo asciende el nivel de agua cuando el nivel es de

3m?

2. Un tanque para almacenar agua tiene la forma de un cono y se esta llenando a
una tasa de 3 metros cubicos por minuto. La altura a del cono es de 30 metros y
su radio b mide 10 metros. ¢, Cual es la rapidez a la que disminuye el nivel del agua
cuando ésta tiene una profundidad h de 8 metros?
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3. Un depdsito horizontal para agua mide 16 metros de longitud y sus extremos son trapecios
con una altura de 4 metros, base menor de 4 metros y base mayor de 6 metros. Se vierte
agua en el depésito a una tasa de 10 metros cubicos por minuto. ;Qué tan rapido sube el
nivel del agua cuando ésta ha alcanzado una profundidad de 2 metros?

4. En un recipiente cénico fluye agua a razén de 8 pies3/minuto. Si la altura del recipiente es de
12 pies y el radio de su base circular es de 6 pies. ;Con qué rapidez sube el nivel del agua
cuando ésta tiene 4 pies de profundidad?

h

3

El volumen del recipiente conico es V' =
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Explica y socidliza el papel de la derivada para
andlizar una funcién (donde crece/decrece, maximo/
minimos locales, concavidades) y traza su grafica. 2

CATECORIAS METAS DE APRENDIZAJE

C1. Procedural M3. Comprueba los procedimientos

C2. Procesos de intuicién y razonamiento ﬂﬁﬁg:r? dgréil\?errsgglrﬁgt%g:se eprL(:)tl)tlg:gg
C4. Interaccién y lenguaje matematico . " o
y engual recursos tecnoldgicos o la interaccion >

SUBCATECORIAS con Sus pares.

M7. Argumenta a favor o en contra de

SC1.2. Elementos geométricos afirmaciones acerca de situaciones, relatiy
SC1.3. Elementos variacionales fenémenos o problemas propios de la
SC2.3. Pensamiento formal matematica, de las ciencias o de su relativ

SC4.1. Registro escrito, simbdlico, algebraico ~ contexto.

e iconografico -

SC4.3. Ambiente matematico de M13. Socializa con sus pares sus
comunicacion conjeturas, descubrimientos o procesos

en la solucion de un problema tanto
tedrico como de su entorno.

Contenidos especificos de la progresion

10.1. Puntos criticos de una funcién (Maximos y minimos).
10.2. Puntos de inflexion usando el criterio de la segunda derivada.

Descripcion de la progresion:

Se pretende en esta progresion que las y los estudiantes apliquen el concepto de
derivada para realizar un analisis grafico de la funcion. Mediante la derivada se podra
determinar los puntos criticos (maximo y minimo de la funcion), asi como el punto de
inflexion e intervalos de concavidad, los cuales se relacionan con la altura maxima de
un objeto que se desplaza hacia arriba o la optimizacion en area, perimetro y volumen.



Puntos criticos de una funcién: valores maximos y
minimos.

Algunas veces un problema puede formularse de tal manera
que involucre maximizar o minimizar una funcién, lo que
veremos mas adelante.

Si f es una funcién continua en un intervalo cerrado [a, b],
entonces tiene un valor maximo y un minimo alli. Si “c” es
un punto para el cual f(c) =0 se llama punto estacionario y f
(c) tiene una tangente horizontal, es decir, m = 0, asi, (¢, f(c))
€s un maximo o un minimo, a los cuales tambien se les llama

puntos criticos.

El punto de inflexion es el punto que indica el cambio de
concavidad y se obtiene con la segunda derivada de la funcién.

Ejemplo 1: Encuentre los puntos criticos de f(x): —2x° +3x” sobre el intervalo [— ;,2}

Maximo m=p

Pensamiento Matematico lli

]
=]

Minimb

f(x) =-2x" +3x?
f'(X) =—6x" + 6x (1, 1) Méximo
fx)=0 .1

L ae
0=—6x"+6x * inflexién
0= —6x(x - 1)
x=0 B ’ (0,0) n:‘?isnimn ! ’
= 1 =0.5

C1 Cc2
Puntos estacionarips

Aunque existen criterios para determinar cual de los puntos criticos es maximo y cual es un minimo,
una manera practica a utilizar es sustituir los valores x encontrados en la funcion f(x), y observar en

su grafica la posicion de esas coordenadas.
f(x)==2(0) +3(0) =0
P(0,0)Minimo

Fle)==20) +3(1) =1
P(1,1)Mdximo

El punto de inflexion se obtiene con la segunda derivada.

f (x)=-12x+6
0=-12x+6 El punto de inflexion es P.I = (0.5, 0.5)
X = E =0.5

12
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Ejemplo 2: Identifica los puntos criticos (valores maximos y minimos), asi como el punto de in-

flexion de la funcion f(x)=4x’ +3x

flx)=4x> +3x —6x+1
fx)=12x" +6x-6
0=12x" +6x—-6
0=6(2x> +x-1)
0=02x-1)x+1)
x=0.5

x=-1

Punto de inflexion:

f(x)=24x+6

0=24x+6

x=-0 005
24

f(x)=4(-0.25)" +3(-0.25)’

flx)=2.62
PI =(~0.25,2.62)

—6x+1
f(x)=4(0.5) +3(0.5)* —=6(0.5)+1=-0.75
P(0.5,-0.75)Minimo
fx)=4(=1) +3(-1)" - 6(-1)+1=6
P( 1,6)Maxzm0
Maximo (1, 6)
—6(-0.25)+1
L =2 1 2 3
-1 Minimo({0.5, - 0.75)

Ejemplo 3: Identifica el valor maximo o minimo que le corresponde a la funcion.

f(x)z—x2 +4x—1

fx)=-2x+4
0=-2x+4
x=2

fx)=-2(2) +4(2)-1=3
(2,3)deim0

Maximo (2, 6)

/ 1 2 3 4

Una parabola soélo puede obtener un punto critico, ya sea maximo o minimo.

Actividad 1. Determina los puntos criticos y el punto de inflexién, indicando el valor maximo o minimo
de las siguientes funciones. Realiza la grafica en hojas milimétricas o cuadriculadas.

a) f(x)z—x2+4x—1
c) f(x)=x2—4x+2
e) fl(x)=x>+9x* +20x+15

b) f(x)=4x +3x

d) f(x)=x"+3x
f) f(x):x“—4x2

COBACH BC Colegio de Bachilleres del Estado de Baja California

—6x+1

-x-3

91



Pensamiento Matematico lli

Concavidad
Teorema de concavidad: Sea f una funcién dos veces derivable sobre un intervalo abierto |I.

*  Sif"(x)> 0 para toda x de /, entonces f es concava hacia arriba en /.
*  Sif"(x) <0 paratoda x de /, entonces f es cdncava hacia abajo en /.

Ejemplo: sea la funcion f(x)=x3—l2x determina en qué punto de la funcion ésta es creciente,
decreciente, concava hacia arriba o concava hacia abajo.

flx)=x>—12x

Flx)=3x"-12 Para calcular puntos criticos f"(x)=0 20

3x*-12=0 f(2)=02) -12(2)=-16

x? = Q (2,—16)]\41'111'}1’10 10

) S(-2)=(-2f ~12(-2)=16

x=4=12 (= 2,16)Miximo 2= —

Punto de inflexidon -10
)= 6 |

S (x) X f(O :(0)3 _12(0): 0 0

ox=0 PI =(0,0)

x=0 A\

 Es creciente en el intervalo (— 00,—2]U[2,°0)

+  Es decreciente en el intervalo [-2,2]

El punto de inflexion marca el cambio de concavidad, por lo que:

* Es cdéncava hacia abajo (-0,0) Cualquier punto en este intervalo, f”(x)< 0
Por ejemplo: el punto de coordenada (-2, 16), [ (x)=6x

* Es cdéncava hacia abajo (-0,0) Cualquier punto en este intervalo, f”(x)< 0
Por ejemplo: el punto de coordenada (2, -16), f"(x)=6x

/@)=6(2)=12
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del conocimiento empleando funciones y aplicando
derivada (e. g. problemas de optimizacién), organiza
procedimiento y lo somete a debate.

——— "j |

CATEGORIAS METAS DE APRENDIZAJE '

C2. Procesos de intuicidon y razonamiento
C3. Solucion de problemas y modelacion
C4. Interaccién y lenguaje matematico

SUBCATECORIAS

SC2.1. Capacidad para observar y conjeturar
SC2.3. Pensamiento formal

SC3.2. Construcciéon de modelos

SC3.3. Estrategias heuristicas y ejecucion
de procedimientos no rutinarios

SC4.1. Registro escrito, simbdlico, algebraico
e iconografico

SC4.3. Medio matematico de comunicacién

M7. Argumenta a favor o en contra de
afirmaciones acerca de situaciones,
fendmenos o problemas propios de la
matematica, de las ciencias o de su
contexto.

M11. Construye y plantea posibles
soluciones a problemas de areas de
conocimiento, recursos sociocognitivos,
recursos socioemocionales y de su
entorno, empleando técnicas y lenguaje
matematico.

M13. Socializa con sus pares sus
conjeturas, descubrimientos o procesos
en la solucion de un problema tanto
tedrico como de su entorno.

Contenidos especificos de la progresion

11.1. Problemas de optimizacion.

Descripcion de la progresion:

En la siguiente progresion, a partir de diferentes actividades, se reconocera la
optimizacion como una de las aplicaciones de mayor importancia de la derivada. Se
obtendra el volumen y area maxima, con la menor cantidad de material o perimetro y

con el menor costo.




Pensamiento Matematico lli

Optimizacion: otra aplicacién de la derivada

La cooperativa de "San Francisco" en la zona agricola del valle, que produce y vende datiles, quiere
exportar producto empaquetado, por lo cual necesita una pequefa caja que pueda contener el
producto, con volumen maximo que le represente un costo minimo.

La empresa papelera les pide a los empleados Jorge y Luis que disefien la caja y les da la instruccién

de elaborarla a partir de una hoja de carton rectangular abierta por la parte superior de 12" x 16",
en la cual se corten cuadrados en sus esquinas para unir las "pestafas" y formar la caja, como se

muestra en la figura.
| g
112-2}(

— 15 -2y ——>

16 pulgadas X

12

De acuerdo al corte de las esquinas, el calculo del volumen de la caja queda expresado como:

v =(16-2x)12-2x)x)
V =192x —56x> + 4x°

Veamos dos opciones de solucién, la primera propuesta por Jorge y la segunda por Luis.

1) Jorge propone diferentes valores de X', aplicando la expresion para el volumen:

V =192x—56x" +4x°

X (pulgadas) Volumen (pulgadas?)
1 v =192(1)-56(1)" +4(1) =140
2 v =192(2)-56(2) +4(2) =

3 v =102(3)-56(3)" +4(3)’ = 180
4 V =192(4)-56(4) +4(4) =12

5 V =192(5)-56(5) +4(5) =

Jorge se da cuenta que la caja debe tener una altura de 2 pulgadas y un poco mas, pero menor a
tres pulgadas, no sabe con precision la cantidad exacta.

2) Luis decide calcular la derivada de la funcién V(x) del volumen e igualar a cero, para obtener los
puntos criticos (maximo y/o minimo).
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Aplicando la derivada a la funcién obtiene: V(x) =192x —56x" +4x° .

V'(x)=192 -112x +12x
192 -112x+12x* =0

Posteriormente resuelve la ecuacion cuadratica resultante y determina los valores criticos:

Por férmula general: donde a =12, b =-112, ¢ =192

L —b+-/b* —4ac

2a
= (=112)+ (- 112) - 4(12)(192)
B 2(12)
_112+./12544 -9216
a 24
L 112 +./3328
24
o 11245769 o,
24
o 11225769,
24

Para lo que sustituye los valores x en la funcién del volumen.

Si el corte de la esquina mide x = 7.07, su volumen sera minimo
V(x)=192(7.07)-56(7.07) +4(7.07) =-28.14 pI’*

Este resultado es imposible por ser negativo.

Si el corte de la esquina mide x = 2.26, su volumen sera maximo
V(x)=192(2.26)—56(2.26) +4(2.26)' =194.07 pI’

De esta manera Luis llega a la conclusion que la caja debe tener una altura de 2.26 pulgadas.

Largo de 16 — 2x, es decir, 16 — 2(2.26) = 11.48 pulgadas
Ancho de 12 — 2x, es decir, 12 — 2(2.26) = 7.48 pulgadas

Como podras observar en esta situacion, la derivada es un procedimiento matematico importante

para optimizar recursos (area maxima, volumen maximo, costo minimo, perimetro minimo, entre
otras aplicaciones), requiriéndose contar con la expresion que modela la situacion o fenémeno.

COBACH BC Colegio de Bachilleres del Estado de Baja California 95



Pensamiento Matematico lli

Cuando se requiera resolver problemas de optimizacién, debe entonces derivarse la expresion
requerida, como se vera en los siguientes ejemplos:

Area maxima

Se elaborara una ventana de dos hojas de igual tamafo. Se dispone de 6.5 m de perfil de aluminio
para formar el marco. ;Cuales deben ser las dimensiones de largo y ancho de la ventana para
obtener el area maxima?

Primer paso: considerar dos ecuaciones, una de ellas para el perimetro de la ventana y otra para
el area. Como se desea maximizar el area, esa ecuacion es la que debe derivarse, por lo tanto, de

la ecuacioén del perimetro se despeja la variable “y”, sustituyéndola en la ecuacion del area.

3x+2y=6 . Y
| |
_6-3x Ecuacion del perimetro - -
2
y=3-1.5x
X X X

Ecuacion del area

A=x(y)
A=X(3—1.5X) T P=6m
Se quiere el area maxima, se deriva A 'y posteriormente se iguala a cero para maximizar.
A=3x-1.5x" 15m
A=3-3x | i
0=3-3x |
X = E =1m
3
y=3-1.5x
y=3-(L5)1)
y=1.5m +

Area maxima:

Amax = (x)y)
Amax =1(1.5)=1.5m

Perimetro minimo
Se piensa colocar un pasto sintético para juegos infantiles y a su alrededor un cordén de concreto.

El comité municipal doné 150 m2 de pasto, pero los padres de familia construiran el cordon. 4, Cuales
deben ser las dimensiones de largo y ancho para que se construya la minima cantidad de cordén
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de concreto para la superficie de pasto donada?

La ecuacion del area para el pasto es:

4= x(y) ‘ . .
xy =150 - 2

150 A=150 m y
yo 130

x -

De esta ecuacion se despejo la variable “y” para sustituirse en la ecuacién del perimetro, que es la
que debe minimizarse y por lo tanto derivarse.

P=2x+2y

P= 2x+2(150j
X

P=2x+300x"
P'=2-300x""

P
X

La derivada se iguala a cero y se resuelve para x, al hacerlo estamos encontrando los puntos
criticos (maximo y minimo para la funcion).

, 300
P=2-—

2
X

0=2—@ | 12.25 |

x ]
30 _,

x’ A =150 m2 12.25m

2x* =300 l
x> =150
x=-/150 =12.25

SO0 55
x 1225

Se puede concluir (para este caso), que el largo y el ancho miden lo mismo. Es un cuadrado de
12.25 m de lado, con un perimetro de 49 m. (12.25 x 4), por lo que se requiere de 49 m de cimiento.
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i

ACTIVIDAD )

Resuelve los siguientes problemas de optimizacion.

Responde...

1. Se desea construir una caja rectangular con X
una pieza de carton de 24 pulgadas de largo
por 9 pulgadas de ancho, cortando cuadrados f |I; 92
idénticos en las cuatro esquinas y doblando los 24-2x

lados. Encuentra las dimensiones de la caja de
maximo volumen.

2. Se planea construir dos corrales adyacentes, idénticos, con 80 m de tela de alambre,  Cuales
deben ser las dimensiones del cercado total para que sea maxima el area?

3. Determina el producto maximo que se puede obtener con dos numeros enteros positivos
cuya suma sea 100.
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Pared existente

4. Una empresa dono 400 m2 de concreto para realizar un piso,

en donde se colocara equipo de gimnasio para sus empleados.

Se dispone de una pared con su puerta de acceso, por lo que X X

se debera realizar las tres paredes faltantes. Cada metro lineal

de pared tendra un costo de 1,200 pesos. ;,Cuales deben ser

las dimensiones de las paredes para que se gaste la menor y

cantidad en su construccion, aprovechando los 400 m2 de

piso?, ¢ Cual es el costo de construir las tres paredes?

5. Un herrero quiere formar un triangulo equilatero de altura 5 pulgadas y un cuadrado, para lo
cual cuenta con un trozo de solera de 80 pulgadas de longitud. ; Dénde debera hacer el corte
el herrero en la solera para que se obtenga el area maxima en ambas figuras? ;Qué area se
obtiene en cada una de ellas?

| 80 pulgadas | x/3 (80-x)/4

6. ¢Cual es el area maxima que se puede obtener de una hoja rectangular que debe tener un
perimetro 600 cm?
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7. Se colocara una serie de 5 corrales para gallinas aprovechando una barda existente. Todos
los corrales seran idénticos y adyacentes, disponiéndose de 50 m lineales de alambre para
el cercado (perimetro = 50 m), como se observa en la figura. ;Cual es el area maxima de
cada corral?

8. ¢Cual es el rectangulo de maxima area que se puede obtener en un semicirculo cuyo radio
mide 16 m?

9. Un campo infantil para juegos va a ser cercado en sus cuatro lados. El material se vende
por metro lineal y se colocara de dos tipos. El costo del material que se colocara enfrente
y detras cuesta $50 metro lineal y el de los laterales $40 metro lineal. ¢ Cuales deben ser
las dimensiones del campo de mayor area posible que puede ser cercado con un costo de
$5400 para la cerca?

10. Determina el area maxima inscrita posible de un rectangulo limitado por los ejes cartesianos
ylarecta y=40-x
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Examina la grafica de funciones logaritmicas
con diferentes bases y las graficas de las
funciones exponenciales para describirlas y
realizar afirmaciones sobre el significado de
que la funcién exponencial y logaritmica de

base "a" sean funciones inversas entre si.

CATECORIAS METAS DE APRENDIZAJE

C2. Procesos de intuicion y razonamiento M6. Compara hechos, opiniones o
C3. Solucion de problemas y modelacion. afirmaciones para organizarlos en
formas légicas utiles en la solucion de

SUBCATEGORIAS problemas y explicacién de situaciones

y fendmenos.

SC2.1. Capacidad para observary conjeturar

SC2.2. Pensamiento intuitivo M9. Construye un modelo matematico,

identificando las variables de interés,

S$C2.3. Pensamiento formal con la finalidad de explicar una situacion
SC3.1. Uso de modelos o fendmeno y/o resolver un problema
SC3.2. Construccion de modelos tanto tedrico como de su entorno.

Contenidos especificos de la progresion

12.1. Graficas de funciones exponenciales.
12.1.1. Funcion exponencial de base e.
12.2. Graficas de funciones logaritmicas.
12.3. Aplicaciones de las funciones exponenciales y logaritmicas.

Descripcién de la progresion:

En la siguiente progresion se analizan las funciones trascendentes, en especifico las
funciones exponenciales y logaritmicas, desarrollando sus graficas y observando las
caracteristicas principales que las identifican, tales como si son crecientes o decrecientes,
dominio y rango, etc. Para finalmente llegar a la conclusion de que ambas funciones son
inversas entre si.
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Funcién exponencial

Las funciones exponenciales desempefnan un papel muy importante en varios aspectos de la vida
cotidiana: en demografia, con el crecimiento poblacional; en biologia con el desarrollo de bacterias
0 propagacion de enfermedades; en las finanzas se estudian los fendmenos de interés o capital, etc.

Veamos un ejemplo donde se aplica la funcién exponencial.
Se estima que la poblacién de una ciudad aumenta un 3.5% cada afio. La poblaciéon hoy en dia
es de 15 mil habitantes. ¢ Cual sera la poblacion en 10 afios?, ¢ coémo se representa el grafico del
aumento de la poblacion?
Definimos como:

* yalapoblacién de la ciudad.

» xal numero de afnos a partir del presente.

* kala poblacion inicial de 15 mil habitantes.
Finalmente debemos encontrar qué es la base a.
Sabemos que la poblacion aumenta un 3.5% cada afo. Para utilizar el porcentaje tenemos que
cambiarlo a decimales: 3.5% es equivalente a 0.035. Entonces cada afno, la poblaciéon crece un
3.5% de k,00.035%.

Para encontrar la poblacion total del proximo ano, debemos sumar la poblacién actual al aumento
en la poblacion. &+ o0 0.035k = 1.035%.

Entonces la poblacién debe ser multiplicada por un factor de cada afio. Esto significa que la base
exponencial es a= 1.035k.

y=k-(a)’
La férmula se describe como ¥y =15-(1.035)" en miles de habitantes

Tabla de valores Grafico

15 -
16.0 w
17.2
18.4
19.7

211 /

—40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40 50

oA IN Ox

-
o
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Observa que aparecen valores negativos de en la grafica, el tiempo negativo puede representar el
tiempo pasado. Por ejemplo, x =—4 en este problema representa la poblacién de hace 4 afios.

Entonces, ¢ cual sera la poblacién de la ciudad en 1010aﬁos? Para encontrar ese numero, agregamos
x =10 alaecuaciony obtenemos: V = 15-(1.035) " =21.1 miles de personas.

Funcién exponencial

Una funcion exponencial de base se representa de la forma:
f(x)=a

Donde es la base de la funcion y un valor constante donde a >0, a #1,

Slf(x)—a a>1 Slf(x)—a y O0<a<A1
La funmon es creciente La funcién es decreciente
* Intersecta ay en el punto (0,1) * Intersecta a y en el punto (0,1)
* Eldominio x € (=, =) * Eldominio x € (=, =)
* Elrango es el intervalo de ye(0, ) * Elrango es el intervalo de ye(0, «)
» Suasintota es el eje x con la ecuacién » Suasintota es el eje x con la ecuacién
y=0. y=0.

Ejemplo:  f(x) =2 Ejemplo: f(x) = [;j
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i

ACTIVIDAD J

Traza la grafica de cada una de las siguientes funciones en un mismo sistema de
coordenadas, indica si son crecientes o decrecientes. (Usa diferente color para cada

grafica).
Y : . .30,

x Sl =4 OE @ -
3 24)

214
-2 | 13!
-1 15
0 12
1 .. 9.

’ El.
2

3.
3 .

4 3 2 10 1 2 3 4

x f(x)=3" fx)=3" 18
-3

16 |
-2

14 ]
-1

12
0

10,
1

8
2

6.4
3

‘i

2.

=3 =2 =1 0 1 2 3
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Funcién exponencial natural

Estas funciones expresan un valor irracional llamado Numero Euler, identificado mediante la letra
e, el cual se utiliza para representar funciones exponenciales, se expresa f(x) = ¢ llamada funcion
exponencial natural.

El nimero e se define como el numero al cual tiende la expresion (1 + —|cuandon — .

n
En calculo se expresa mediante la notacion de limite como 1)
e=1li 1+1j (Sullivan, 1997). n (”nj
n—»o0 n
1 2
En Iel1 sniguiente tabla se muestra lo que ocurre con la expresion |4 2 50374246
(1 + j cuando adquiere valores de n cada vez mayores. 100 2.704813829
) f” 5 S 1000 2.716923932
a funcién exponencial natural, también la podemos expresar como

f(x)=Ae" y es creciente o decreciente dependiendo del valor del 10,000 2.718145926
exponente a. Es creciente si a es positivo; es decreciente si a es | 100,000 2.718268237
negativo. 1x10° 2.718281827

) e .

Traza la grafica de cada una de las siguientes funciones en un mismo sistema de
coordenadas, indica si son crecientes o decrecientes. (Usa diferente color para
cada grafica).

20|
x S(x)=e Sx)=e* =
_3 16
14 |
-2
12 ]
-1 10
0 8
6.
1
4
2 2
3 K- N 1 L | 2 3
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x X 20
X f(x)=2e? f(x)=2e .
-3 16
) 14
1 12
10

0
8
1 6
2 4
3 2

3 2 1 0 4 2 3

Resolucién de problemas

EJEMPLO 1. Armando realiza una inversion de $50,000 en el banco, con un interés compuesto
anual de 5%. ¢ Cuanto dinero tendrd Armando en el banco en 5 afos? Y en 15 afios?

Solucion:
Consideremos:
» x=Tiempo en afios
» y= Cantidad de dinero en la cuenta a través del tiempo
* k=Lainversion inicial de Armando
Para encontrar nos dicen que el interés compuesto anual es del 5% que representa 0.05 en decimal.
Cada afio se genera un interés de 0.05k . Por lo que para el proximo afio es k£ +0.05k = k(1+0.05)
el factor es de a =1.05 cada afo.
De la ecuaciéon y =k -(a)" queda expresada y = 50,000- (1.05)".
Para calcular el monto a los 5 afos asignamos x = 5.
¥ =50,000-(1.05)° =$63,814.07

Para calcular el monto a los 15 afios asignamos x = 15.

y=50,000-(1.05)"" =$103946.40

106 -ocason 2



P12

3°. semestre
FORMACION FUNDAMENTAL

EJEMPLO 2. Una colonia de bacterias se coloca en un cultivo adecuado para su crecimiento, la
funcion n(¢)=n ", nos dice como crece su numero. Si inicialmente la colonia esta compuesta por
2000 bacterias y su tasa de crecimiento es del 0.183%. ¢ Cuantas habra a los 10 minutos?

Consideramos: Aplicamos los datos:

+ Cantidad de bacterias inicial es n, = 2000 n(t)=n e"

* Latasa de crecimiento es »=0.183 n( 10)=2000 . ¢(0.183)(10)
e Eltiempo =10 min n( 10)=12,467.77

n(10)= 12,468
Alos 10 minutos habra 12,468 bacterias

( ACTIVIDAD )

Resuelve los siguientes problemas que involucran funciones exponenciales.

Responde...

1. Se estudia el crecimiento de una poblacion de insectos que es causa de multiples
problemas. Con el fin de determinar la rapidez de reproduccién de los insectos, se
cuenta inicialmente con una poblacion de 200 insectos. Se observa que cada hora

se duplica la cantidad existente. Lo que se deduce que el modelo exponencial que
describe el crecimiento es:
y = (200)2*

a) ¢ Cuantos insectos habra a las 3 horas?
b) ¢Cuantos insectos habra a las 5 horas?
c) Tabula los siguientes datos y traza la grafica

Bacterias

X Y
(Horas) (Insectos)

8000

7000

6000

5000

4000

3000

2000

1000

1 2 3 4 5 Horas
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2. Un banco invita a los clientes a invertir, para lo cual ofrece una tasa de interés de 2.6% anual,

basada en un interés compuesto. Determina la ecuacion que permite calcular el interés y
construye una grafica que muestre el comportamiento de una inversion inicial de $5,000 cuando
ha transcurrido un tiempo de 0 a 4 afos.

5 y
Para la expresion 4 = Pe” donde: 0
* P = capital inicial 1
+ r=tasade interés 2
* ¢ =tiempo en afios 3
* A= Saldo final 4

Los médicos utilizan yodo radiactivo como trazador en el diagnostico de ciertos desérdenes de
la glandula tiroides. Este tipo de yodo se desintegra de forma que la masa que queda después
un tiempo ¢ de dias esta dada por la funcién m( ¢ ) = 6e %" . donde m representa la masa en
gramos.

a) Determina la masa en un tiempo =0 .

b) ¢Cuanta masa queda después de 20 dias?

La poblacién de cierta ciudad era de 480,000 en el afio 2000 y crece con una tasa relativa de
4.5% anual.

a) Determina la formula del crecimiento de la poblacion en un tiempo ¢ de afios.

b) Estima la poblacion en 2030.
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Funcién logaritmica

Una funcion logaritmica de base a se representa de la forma f'(x) = log x donde « es la base de la
funcioén y un valor constante, siendo a>0,a # 1.

La funcién logaritmica es inversa a la funcién exponencial dado que:

Si log, x =y entonces &’ = x
Ejemplo:  Si log, x =2 entonces 3> =x porlotanto x =9 ya que 3> =09.

Sif(x)=logx y a>1 Si f(x)=log x y 0<a<1

* Lafuncion es creciente + La funcion es decreciente

* Intersecta a y en el punto (1,0) * Intersecta a y en el punto (1,0)

* El dominio x (0, ) * El dominio x (0, )

» Elrango es el intervalo de ye(—<, «) * Elrango es el intervalo de y (=, «)

+ Su asintota es el eje y con la ecuacion * Su asintota es el eje y con la ecuacion
x=20 x=20

- Ejemplo:  f(x)=log,x «  Ejemplo: f(x) =log x

2

L) = logy(x)
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De exponencial a logaritmo y logaritmo a exponencial.
Ejemplo: log , 16 = 4 entonces 2*= 16

Responde...

1. Cambia la expresién logaritmo por una expresion equivalente con exponencial.

a) log,8=3 b) log,9=2 c) log,81=4 d) log,1000=3

e) log,125=3 f) log,1024 =5 g) log,36=2 h) log,27=3
1 1

i) log,5=— j) log,—=-2

i) g5 ) ) g> 4

2. Cambia la expresion exponencial por una expresion equivalente con logaritmo.

Ejemplo: 4° = 64 entonces log , 64 =3

a) 64=8 b) 9=3 c) 343=7 d) 16=4>
! ) n=10" 10 =100 h) 5°=125

e) 9=8I° ) g9) )

i) 729=9° i x=10°

3. Usa la definicion de logaritmo para encontrar el valor de x :

Ejemplo: log, x =5

3P =x

x =243
a) log,x=5 b) log,16 =x c) log 25=2 d) log 16=4
e) log,x=4 f) log,256=x 3 1

log 8=~ log, —=x

. 1 i) log,x=3
i) log, —=x 10
) g327
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Cambio de base para logaritmos
Para determinar el logaritmo puede utilizarse la siguiente expresién y resolverse con calculadora:

log x

Sea log, x =y, entonces: y =
SV 7 log b

Ejemplo: log, 42 =y (¢,a qué exponente debe elevarse la base 2 para obtener 427?)

_logx _log42 <3055

log b - log 2
Ya que’ 25.3923... — 42

1. Determina el valor de los siguientes logaritmos.
a) log, 64 = b) log,25= c) logs25= d) log,15=

e) log,243= f) log,250= g) log,900= h) log,200=

Logaritmo base 10 y logaritmo natural

Existen dos tipos de logaritmos que son muy usados en la practica, los logaritmos comunes de base
10 y los naturales de base e, se les identifica con una notacién particular.

Logaritmo base 10 Logaritmo natural
log x =log A x In x = loge x
Ejemplo: Ejemplo:

log5 =log, 5 In5=log 5

0.6989 = 0.6989 1.6094 = 1.6094
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[
M

Determina las graficas de logaritmo natural y exponencial natural de acuerdo a los
datos indicados en la tabla.

5 4 -3 L2 A 0 1 2 3 4 5
-1
-2
-3
=4
y=Inx y=e*
X y X y
0.2 4
0.6 -3
1 -2
2 -1
3 0
4 1
5 2
6 3
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Andliza y describe un fenémeno en el que la
periodicidad sea un constituyente fundamental
a través del estudio de propiedades basicas de
funciones trigonométricas.

CATEGORIAS METAS DE APRENDIZAJE .

C2. Procesos de intuicion y razonamiento M5. Desarrolla la percepcion y la
C3. Solucion de problemas y modelacion. intuicién para generar conjeturas ante

y situaciones que requieran explicacion o
SUBCATECORIAS interpretacion.

M9. Construye un modelo matematico, =~ o
SC2.1. Capacidad para observary conjeturar identificando las variables de interés, oo

SC2.2. Pensamiento intuitivo con la finalidad de explicar una situacion

SC3.2. Construccion de modelos o fendbmeno y/o resolver un problema
tanto tedrico como de su entorno.

Contenidos especificos de la progresion

13.1. Funciones trigonométricas: El circulo unitario.
13.2. Conversion de grados a radianes.
13.3. Graficas de las funciones Seno y Coseno.

Descripcion de la progresion:

En esta progresion se realizara el analisis de las funciones trigonométricas seno, coseno y
tangente, considerando los sistemas de medicidon de angulos (grados y radianes) necesarios
para el trazo de su grafica, los valores y signos correspondientes de estas funciones
trigonométricas de acuerdo al plano cartesiano y el circulo unitario, sus caracteristicas
graficas de amplitud, periodo, dominio y rango, asi como sus aplicaciones en situaciones
reales.
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Funciones trigonométricas

La Trigonometria como rama de las Matematicas estudia la relacion entre lados y angulos de un
triangulo rectangulo.

Las funciones trigonométricas son funciones muy utilizadas en las Ciencias Naturales para analizar
fendmenos periddicos tales como: movimiento ondulatorio, corriente eléctrica alterna, cuerdas
vibrantes, ciclos bioldgicos, etc.

En aplicaciones de las funciones trigonométricas relacionadas con fendmenos que se repiten
periddicamente, se requiere que sus dominios sean conjuntos de numeros reales.

Para estudiar el comportamiento de las funciones trigonométricas debemos conocer que son los
angulos y su sistema de medicion. Existen varias unidades de medida de los angulos entre las mas
utilizadas estan el sistema sexagesimal y el sistema ciclico o circular.

Angulos y su sistema de medicién

Se denomina angulo a la seccion del plano que queda comprendida entre dos semirrectas que se
originan en un mismo punto, y estan colocadas en distintas direcciones. El punto en que se inician
las semirrectas se denomina vértice del angulo; en tanto que cada una de las semirrectas que lo
delimitan, se denominan lados del angulo. (Modulo 5. Trigonometria, 2014).

rayo
vertice rayo
Ay Ay
lado
terminal
8 o
lado inicial
— - P g — - - X
lado inicial
2]
lado
terminal
Y Y
Fig. 1. Angulos
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El sistema para la medicibn de angulos que se emplea
normalmente es el sistema sexagesimal que divide a una
circunferencia en 360 partes iguales llamados grados, a su
vez cada grado se divide en 60 partes llamados minutos y un
minuto se divide en 60 partes llamados segundos.

1° (grado) = 60’(minutos)
1’ (minuto) = 60” (segundos)

longitud = r

Fig. 3. Radian

90°

240°

270°
Fig. 2. Grados

El sistema ciclico o circular utiliza como unidad fundamental
el radian. Que es un angulo central formado por un arco igual
a la longitud del radio del circulo.

1rad =57.29° 2rnrad = 360’

Convertir de grados a radianes y viceversa

Considerando que en 360° = 2zrad y por lo tanto 180°= wrad para convertir de grados a radianes y
de radianes a grados utilizamos las siguientes equivalencias.

De grados a radianes

De radianes a grados

V2
d
gra 0S(180°j

radianes ( 180 j
Vs
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( ACTIVIDAD )

Convierte los grados a radianes y los radianes en grados de los siguientes ejercicios.

Responde...
Grados a Radianes Radianes a Grados
a) 30°= ) 4rad=
b)  45'= m) 25rad =
c) 90°= n) 3rad=
d) 120°= 2
0) gﬂ rad =
e) 210 °=
f) 270°= p) ~xrad=
g) 150°= q) 7/672' rad =
h) 300°= r)y 5/6xrad=
i) 60°= s) l/4rnrad=
j) 180°= t) 27zrad=
k) 1.8rad =
Basicas Reciprocas
i senoa = _ Opuesto Cosecantea = Hipotenusa
_ 8 Hipotenusa Opuesto
Hipotenusa g Adyacente Hipotenusa
2 Cosenooqt = ————— secantead = ————————
P Hipotenusa Adyacente
1]
S Tangentex = _Opuesto Cotan gentea = Adyacente
A a Adyacente Opuesto
c

Cateto Adyacente

Fig. 4. Triangulo
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Funciones trigonométricas en el plano cartesiano

Un triangulo rectangulo ubicado en el plano cartesiano, de manera que sus catetos coincidan con el
eje horizontal, las funciones trigonométricas tendran signos dependiendo del cuadrante en el cual
se encuentra el triangulo.

I

Y 4

m

y
k‘

v

Fig. 5. Funciones en el plano

Circulo unitario

El circulo unitario trigonométrico es un circulo con radio

:1’

centrado en el eje del plano y esta representado por la ecuacion:
x2+y2 — 1

Es importante recordar los signos de las diferentes funciones

(_130)

(z,y)

(1,0) x

en cada cuadrante y para determinarlos se toma en cuenta lo

siguiente:

* Todos los segmentos perpendiculares al eje de las x son
positivos si estan arriba de €l y negativo si estan abajo.

» Todos los segmentos perpendiculares al eje de las y son

(Os 71)

positivos si estan a la derecha de él y negativos si estan por
la izquierda.

Por lo que las funciones respecto a los cuadrantes quedan asi:

2’ +y* =1

Fig. 6. Circulo unitario

Cat.Op. 'y BRI
sena = TR y \
segundo . .
Cat.Ad x cuadrante sin(+) sin(+)
cosa=—p—=7=x cos(=) cos(+)
’ tan(-) tan(+)
Cat.Op. 1|
Tana = ol AZ = % ' sin(-) sin(-) -
i cos(=) cos(+)
Fig. 7. Funciones cudrame w” -

Fig. 8. Signos de las funciones
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Valores de dngulos notables

A los angulos de 30°, 45° y 60° (sus equivalentes en radianes %rad, ”4 rad y ”3 rad) se les
conoce como angulos notables. Se llaman asi porque aparecen muy a menudo en nuestra vida
cotidiana, y resulta de gran utilidad aprender de memoria los valores de sus razones trigonométricas.
Para encontrar los valores de los lados se traza el triangulo equilatero ABC de 2 unidades por lado,
se bisecta el angulo C para formar 2 triangulos rectangulos iguales, ya que la suma de los angulos
internos es igual a 180°, sus angulos miden 60° se obtienen los siguientes valores:

RADIAMES | GRADOS| SENO | COSENO | TANGENTE

[1d 0 1 0

i 1

5 s || L[ 2 Vi

[ 2 2 3

Fid

- a5° V2 V2 1

4 2 2

T V3 1

3 o | 5 2 V3

Crdficas de las funciones trigonométricas

» Grafica de la funcion y = sen (x)

» Tiene un periodo igual a 2z rad. i
» Es creciente en el primero y cuarto cuadrante, . .

es decreciente en el segundo vy tercer /\

cuadrante. 4 : .
» La funcién es positiva en el primer y segundo | n/2 v Imf2 T

cuadrante, negativa en el tercero y cuarto I

cuadrante
* Intersecta el eje x en & rad.

+  Su dominio es de (—=, =)
« Surango es de [-1,1]

» Grafica de la funcion y = cos (x)

+ Tiene un periodo igual a 2x rad
» Es decreciente en el primer y segundo
cuadrante, es creciente en el tercer y cuarto

cuadrante N : ; .
« La funcién es positiva en el primer y cuarto w/2 w 8m/2 2

cuadrante, negativa en el segundo y tercero

cuadrante

* Intersecta el eje xen 1/2nrad y 3/2n
* Su dominio es de (—«, «)
* Surango esde [-1,1]
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» Grafica de la funcion y = tan (x)

» Tiene un periodo de = rad

» Lafuncion es positiva en el primer y tercer
cuadrante, negativa en el segundo y
cuarto cuadrante . . ‘ . .

* Intersectaelejexennrady 2n | & ¥ /0 * |

 Con asintotas verticales en x tal que
X# (2n+1)%con neZ

* Surango es de (==, «)

) e .

Completa cada una de las tablas, determinando los valores de los angulos
expresados en grados y radianes y realiza la grafica de las funciones trigonométricas
en hoja cuadriculada.

Responde...
A) y=ysen (x)
Grados | 0° |30°|60°|90°|120°|150° | 180° | 210° | 240° | 270° | 300° | 330° | 360°
* | Radianes
y
B) y=rcos (x)
Grados 0° 30° | 60° | 90° | 120° | 150° | 180° | 210° | 240° | 270° | 300° | 330° | 360°
* Radianes
y
C) y=tan (x)
Grados 0° 30° | 60° | 90° | 120° | 150° | 180° | 210° | 240° | 270° | 300° | 330° | 360°
¥ Radianes
y
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Elementos de la onda

¢ Cresta: Es la parte mas elevada de una onda.
e Valle: Es la parte mas baja de una onda.
* Amplitud: (4) Es la distancia desde el centro del movimiento hasta la cresta o valle.

e Periodo (7): Es el tiempo trascurrido entre dos puntos equivalentes de la oscilacién. Un ciclo
completo.

* Longitud de onda: Es el periodo espacial de la misma, es decir, la distancia a la que se
repite de cresta a cresta o de valle a valle.

* Frecuencia (f): Es el numero de ondas que sucede en unidad de tiempo. Inversa del periodo.

LONGITUD DE ONDA

AMPLITUD
DE ONDA

PERIODO
i

Considerando la funcion y = a sen kx o la funcion y=a cos kx donde & > 0 la amplitud y el periodo se
determinan por medio de:

*  Amplitud (4) = Es el valor absoluto de a. A=|a|

* Periodo (7) = Resulta al dividir 2z sobre k que es el valor al lado de la variable. T = 2}?

* Frecuencia (f) = {as veces que se repite un ciclo en 2 y depende del valor de k. Es la Inversa
del periodo f = T

Ejemplo: y =—4sen3x a=-4 k=3
«  Amplitud (1) = (4D =|a[=|-4/=4

. 27 2«
. Penodo(T):T:?:—

1 3

1

e Frecuencia()=/=—-=5_7=-—
T 2r

2T
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ACTIVIDAD

Determina la amplitud, periodo y frecuencia de las siguientes funciones, asi como
su grafica.

Responde...
2
a) y=sendx 1
*  Amplitud=
e Periodo=
. Frecuencia: 'ﬂ m I|I 1 m 3-|T fE 21T
—1
b) y=2cos4x
e Amplitud=
—_——2
e Periodo=
e Frecuencia= 2
C) y=3sen2x 1
*  Amplitud=
e Periodo=
¢ Frecuencia= 0 mid m Jmwl2 2m
——1
—_—2
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1 3x

=—Cos — fl £
d) ¥y ) 4 3
*  Amplitud= ——3
¢ Periodo=

* Frecuencia=

0 witE m w2 2 A2 Jm
3 X
= —Sen — —_——
d) Y747
e Amplitud= T2
e Periodo=
—-3

* Frecuencia=
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Selecciona una problematica, situacién o
fenémeno tanto real como ficticio para
modelarlo utilizando funciones derivables. ) C

"'h.-..
"\
<
CATECORIAS METAS DE APRENDIZAJE
C2. Procesos de intuicion y razonamiento ~ M7. Argumenta a favor o en contra de
C3. Solucion de problemas y modelacion. afirmaciones acerca de situaciones,
C4. Interaccion y lenguaje matematico fendmenos o problemas propios de la
g matematica, de las ciencias o de su
SUBCATECORIAS S, ’
M9. Construye un modelo matematico, ‘ ‘
identificando las variables de interés, con
SC2.1. Capacidad para observar y conjeturar ~ la finalidad de explicar una situacion o
SC2.3. Pensamiento formal fendmeno y/o resolver un problema tanto
SC3.2. Construccion de modelos tedrico como de su entorno.

SC4.2. Negociacion de significados
SC4.3. Ambiente matematico de comunicacion  M14. Organiza los procedimientos

empleados en la solucién de un problema
a través de argumentos formales para
someterlo a debate o evaluacion.

Contenidos especificos de la progresion

14.1. Derivadas de las funciones exponenciales

14.2. Derivadas de funciones logaritmicas.

14.3. Derivadas de las funciones trigonométricas.

14.4. Aplicaciones de funciones trascendentes derivables.

Descripcion de la progresion:

A partir de una situacién problematica relacionada con una funcion trascendente se introduce
al estudio de la derivada, tanto de funciones logaritmicas, exponenciales y trigonométricas.
Las y los estudiantes pondran en practica las formulas de derivaciéon ya anteriormente
vistas, a la vez que utilizan nuevos conceptos como lo son las identidades trigonométricas.
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Derivando una funcién trigonométrica

Antonio coloco un cuerpo metalico en el extremo de un resorte vertical y lo desplazé hacia abajo
60 cm, en relacién a su posicion de reposo, con la intencién de estirar el resorte, soltandolo en el
instante x = 0.

Se da cuenta que se realiza un movimiento arménico simple, es decir, realiza un movimiento
periddico de vaivén en el que el cuerpo oscila de un lado a otro de su posicidon de equilibrio en
intervalos de tiempo iguales, por lo que decide graficar el movimiento.

-60

-80

Determiné que la posicién en el instante x puede ser modelada mediante la ecuacion: S(x)=60 cos x

Si se considera que la direccion hacia abajo es positiva, ¢cual es la velocidad y la aceleracion en
el instante x?

Por lo visto anteriormente, la velocidad en un instante x tiene que ver con la velocidad instantanea
y por lo tanto, puede obtenerse derivando la expresion. La aceleracion se obtiene con la segunda
derivada.

Antes de responder a la pregunta planteada, primero veremos que las funciones trigonométricas
pueden derivarse utilizando las férmulas siguientes:

1. Dx(senx)=cos x 2. Dx(cos x) = —senx

De manera que la derivada de seno es coseno y la derivada de coseno es seno negativo.
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La rapidez o magnitud de la velocidad es |[v|=60|senx|, que representa la derivada de S(x)=60 cos x.
Esta velocidad sera maxima cuando |senx| = 1 es decir, cuando cos x = 0.

El objeto se mueve con mayor rapidez cuando pasa por su posiciéon de equilibrio (S =0). Su rapidez
sera cero cuando el tiempo x =0, su punto mas alto y bajo.

La aceleracion se obtiene con la segunda derivada.
(x)= 60 cos x

S’(x)= - 60sen x

S"'(x)=- 60 cos x

La aceleracion sera cero, cuando el tiempo x =0, es
decir a=- 60 cos x=0

Tendra su aceleracion maxima en el punto mas alto
y mas bajo.

= - 60senx
-20

-40
y = 60cosx

-60

| e

Resuelve los siguiente problemas.

Responde...

1. Una banda elastica cuelga de un gancho, con una masa sujeta en su extremo inferior,
cuando se tira de la masa hacia abajo y, luego se deja en libertad, vibra verticalmente en
un movimiento arménico simple. Le ecuacion del movimiento es S=2 cos x+3sen x, donde
S se mide en centimetros y x en segundos.

Si se toma la direccion positiva la correspondiente hacia abajo, encuentra la velocidad y
la aceleracion en el instante x.
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2. Una masa en un resorte vibra horizontalmente sobre una superficie lisa y nivelada, en un
movimiento armoénico simple. Si su ecuacion de movimiento es S(x)=8sen x, donde S se mide en
centimetros y x en segundos. Encuentra la velocidad y aceleracion en el instante x.

27

Halle la posicion, la velocidad y la aceleracion de la masa en el instante X = 3

3. Un objeto de acero con peso W es arrastrado a lo largo de un plano horizontal por una fuerza que
actua a lo largo de una cuerda sujeta al propio objeto. Si la cuerda forma un angulo con el plano,

entonces la magnitud de la fuerza es:
0.22w

B 0.22sen @+ cos @

Encuentra la razén de cambio de F con respecto a 6 (derivar la funcién F)

Ademas de las funciones trigopnométricas, otras de las funciones trascendentes son las funciones
logaritmicas y exponenciales, las cuales también pueden derivarse.

Férmulas de derivacién de funciones trascendentes (trigonométricas,
exponenciales y logaritmicas).

1.- Dx(senx)= cos x 7.- Dx(cosU) = —senU (DxU)
2.- Dx(cos x) = —senx 8.- Dx(In x)= i

3.- Dx(tanx)=sec’ x 9.- Dx(nU)= éDxU

4.- Dx(cotx)=—csc’ x 10.- Dx(log U)= lljlog e(DxU)
5.- Dx(sec x) = sec x tan x 11.- Dxle”)=e"

6.- Dx(senU )= cosU(DxU) 12.- Dxle? )=¢¥ (DxU)
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Ejemplos: Deriva las siguientes funciones trascendentes.

1. Dx(lnx3) 2. Dx(sen3x)
1 N 3xr 03 y'=cos 3xDx(3x) = COos 3x(3)
yzx—3Dx(x ):?:; y'=3cos3x
3. Dx(anx3 -3x° +4) 4 Dx(sen 2}
V= ! Dx(2x3 —3x2) g
2’ -3x? ¥'=cos %(szx_l ) = cos %(— 2x‘2)
- 2x° —3x7 y'=——008 —
X X
5. Dx(e"2 ) 6. Dx(coil—x2 ))
Ve (24) y'=—sen (1 - x’ X— 2x)
= Ixe® y'= 2xsen(1 — xz)

7. Dxlog(?vc2 - 5)

8. Dx( esen3x)
y'=e* " (cos 3x)(3)

V= log e(6x)

3x* -5 y'=3e""**(cos 3x)

= 6x log e
4 3x* -5 8
o e’ 10. Dxlin(sen3x)
y= 30" ({xz) = i (cos3x)(3)
y'= 9x’e” " 3cos3x
sen3x

Para derivar funciones trascendentales puede requerirse aplicar las reglas de multiplicacion, division
o potencias al igual que en las funciones algebraicas. También es necesario un buen manejo de

identidades trigonométricas.

Identidades trigonométricas basicas:

2 2 Senx CcOoS X
1. sen" x+cos x=1 2. tanx = 3. cotx=
COS X senx
4. cotx= 5. cscx= 6. secx =
tan x Senx cos x

COBACH BC Colegio de Bachilleres del Estado de Baja California
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Responde...

1. Dx(3sen4x)

10. Dx(ex - cosx)
2 Dx(e—o.Sx) 11. Dx(4sen5x +3cos x)
3. Dx(e””) 12. Dx(sen3 (4)62 ))
4. Dx(cos3x) 13 Dx[cos x— 3senxj

' senx
N e
x x
6. Dx(3senx —2cos x) 15. Dx(senzx+cos2 x)
7. Dx(cot x) 16. Dxle —2x)
8. Dx(sec x) 17. Dx(4x2 cosx)
5
9. Dx(?acosxj 18, Dx(lnx j
2senx 4x
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Considera y revisa algunas ideas subyacentes
al teorema fundamental del cdlculo.

- T .. L

CATECORIAS METAS DE APRENDIZAJE f

C2. Procesos de intuiciéon y razonamiento
M7. Argumenta a favor o en contra de \
= afirmaciones acerca de situaciones,
fendmenos o problemas propios de la

matematica, de las ciencias o de su
SC2.1. Capacidad para observar y conjeturar  contexto.

SC2.2. Pensamiento intuitivo

Contenidos especificos de la progresion

15.1. Teorema fundamental del calculo.
15.2. Caracter intuitivo del area bajo la curva.

Descripcion de la progresion:

En esta progresion se pretende introducir a las y los estudiantes al concepto de la integracion,
reconociendo que a través de la evolucién del calculo algunos problemas fueron resueltos
mediante métodos infinitesimales aplicando limites y derivacion, y otros problemas como
el area bajo una curva se resuelven mediante sumatorias, las cuales son antecedentes del
concepto de la integral de una funcion.

Através del Teorema fundamental del calculo se llegara a la conclusion que la diferenciacion
y la integracion son procesos inversos.
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Teorema fundamental del Cdlculo

Aunque el matematico inglés Isaac Barrow fue el primero en reconocer que la integracion y la
diferenciacion son operaciones inversas y que el matematico suizo Jacob Bernoulli acufid la palabra
integral como término del Calculo en el afio 1690, se consideran a Isaac Newton y Gotfried Leibniz
los que demostraron que existe una relacion légica entre la derivacion y la integracién. Y esta es la
relacidon que se establece mediante el teorema fundamental del calculo.

Tanto Newton como Leibniz pusieron de manifiesto que los problemas de tangentes y el célculo de
areas eran inversos, por lo que para resolver uno de ellos bastaba invertir el método para hallar
el otro. Ellos plantearon el calculo completamente desligado de la geometria y lo trabajan con
conceptos algebraicos y con métodos generales para cualquier tipo de funcién o de problema.

Mediante el teorema fundamental del calculo se indica que la integracidn es inversa de la derivacion
y viceversa, por lo que si se integra una funcion y luego se deriva, la funcion original se restaura.

Este teorema facilita el calculo de integrales definidas cuando se conoce la funcion primiiva del
integrando. Por ello, debemos comprender el concepto de primitiva de la funcién.

Ejemplos:

A) Consideramos que f"(x)=2x, es la derivada de una funcion F(x). Necesitamos saber cual es la
funcion original o primitiva (antes de ser derivada).

« Silafuncién derivada tiene exponente 1 en la variable x, entonces la funcién original tendra
exponente 2, y como en el proceso de derivacion, el exponente multiplica al coeficiente,
entonces establecemos que la funcién primitiva es f'(x)=x?, para que cuando se derive
quede la expresion f'(x)=2x.

B) Siconsideramos que f'(x) = 3x?, es la derivada de una funcion F(x). ¢ Cual es su funcion primitiva?

« Silafuncién derivada tiene exponente 2 en la variable x, entonces la funcién original tendra

exponente 3, por lo que podemos establecer que la funcion primitiva esf’(x) = 3x?, para que
cuando se derive quede la expresion 1 (x) = 3x2.

C) Si la expresion derivada es f'(x) = 3, ¢cual es su funcion primitiva?
+ Como podra observarse, un término constante tiene una variable con exponente cero, por
lo que su expresion primitiva debera ser una variable con exponente 1, por tal razén, la
primitiva sera f"(x) = 3.

Dado que se ha establecido que una funcion f'(x) se puede derivar, entonces su operacion inversa

sera una antiderivada de esa funcion, por lo que encontrar la funcion primitiva es también determinar
su antiderivada.

Si f'(x)=2x"2+x+2 es una funcion derivada, su primitiva o antiderivada es F(x): %x3 + lx2 +2x

Observa que si derivamos la funcion F(x) obtendremos la funcion '(x).
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| e .

Determina la antiderivada o primitiva de las siguientes funciones:

Responde...

1) f(x)=6x"+4 6) f(x)=9x" +4x
2) f(x)=8x+5 7) f(x)=5x"

3) f(x)=x>—x 8) f(x)=9-12x°
4) f(x)=12x" —4x 9) f(x)=15x" —8x
5) f(x)=6x’ 10) f'(x)=x*

Antiderivada de una funcidn

Una funcion F(x) definida en un intervalo | es una antiderivada de f(x) si se cumple que f(x)=F'(x)
para toda x en |.

DERIVADA

[F(x)n&“ﬁ ] [ f'(x,l)=2x]

ANTIDERIVADA

Si F(x) es una antiderivada de f(x), entonces si ¢ es una constante, también F(x) + ¢ es antiderivada
de f(x).
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Area de una curva como una suma de dreas de rectangulos
Como ya se menciond, los matematicos e investigadores del siglo XVII se dieron a la tarea de
determinar el area bajo una curva, a partir de colocar un conjunto de rectangulos en su interior,

realizando la sumatoria de sus areas.

Se observa que a medida que se hace infinitamente grande la cantidad de rectéangulos, mayor es la
exactitud del area bajo la curva.

y ()

Esta suma de rectangulos fue originalmente establecida como:

A= Zf(x)Ax

En la que Ax se refiere al ancho de cada rectangulo, f(x) la altura de los mismos de acuerdo a la
funcion, Z “sigma” es el simbolo que indica la sumatoria.

A Leibniz le debemos la simbologia que actualmente se utiliza para describir esta suma y que hace
referencia a la antiderivada con respecto a la variable x.

[ £ ()
Asi, la simbologia _[ dx , sutituye a la de sumatoria ) A .

Ya conocida esta nueva simbologia, el teroema fudamental del calculo se expresa finalmente de
la siguiente manera:

Si la funcion f es continua, y f(x): F(x) entonces Jf(x)dx = F(b)—F(a)
b

En un posterior curso de Calculo Integral tendremos la oportunidad de utilizar este teorema para
determinar la integral de diversas funciones, tanto algebraicas como trascendentales, los diversos
métodos de integracion y sus aplicaciones en calculo de areas, volumen de cuerpos o solidos de
revolucion, entre otras.
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